Soit f une fonction strictement croissante de N dans N telle que f(2) = 2 et pour tout
couple d’entiers naturels (p, q) on ait f(p q) = f(p) f(q). Montrer que pour tout entier
naturel nona f(n) = n.

Réponse :

Premiere méthode :

Observons d’abord :

f@=f2x1)=f@)x f(1)=2f1)

Donc:
f=1
f0) =f(0x0)=7r(0)x f(0)
Donc:
f(0)=0o0uf(0)=1
Or:
fO<fM=1

Donc:

f0) =0
Montrons alors la propriété suivante par récurrence forte surn :
P(n)="vk € [0;n] : f(k) =k"
Initialisation : Elle a déja été faite pourn = 2 car on a montré :
f(0) =0, f(1) = 1 et parhypotheése f(2) = 2
Hérédité : On suppose la propriété vraie pour un entier n = 2, c’est-a-dire :
Vke [0;n]: f(k) =k
Distinguons alors deux cas :
lercas:nestpair,doncn =2k, k € [1;n] . Ainsi:
f(n)=n=2k
fm+2)=fQRk+2)=fKk+1)=fQ) fkk+1)

Or:
k+1=n—-(k—1)€ [0;n]
Ainsi:
fk+1D)=k+1
Et:

fn+2)=2Gk+1)




f) <f(n+1 <f(n+2)
Donc:
2k<f(n+1)<2k+2
D’ou:
fnh+1)=2k+1=n+1
2émecas:nestimpair,doncn =2k + 1,k € [1;n] . Ainsi

fn+1D) =fQRk+2)=fQKk+1))=fQ)fk+1)=2f(k+1)

Or:
k+1=n—-kel0;n]
Donc:
flk+1)=k+1
Et:

fn+1)=2(k+1)=2k+2=n+1
Donc P(n + 1) estvraie.

Conclusion : P(n) est vraie pour tout entier naturel n > 2 et donc f(n) = n pour tout entier
naturel n.

Deuxieme méthode : sans récurrence.

Par récurrence évidente, on a, en plus de f(0) = 0 et f(1) = 1 montrés comme précédemment,
pour tout entier naturelp :

fRP)=f2%x2x.x2)=f2)Xf(2)..xf(Q)=2%x2%x..x2=2P

Or tout entier naturel n > 1 se situe dans un intervalle de la forme [2P; 2P*1] qui contient m =
2P*t1 2P +1=2P (2 —1) + 1 = 2P + 1 entiers naturels.

f étant strictement croissante, on a également : f([2P; 2P*1]) c [f(2P); f(2P*1)] = [2P; 2P*1]
et card(f([27;2P*1])) = card([2P; 2P*]) donc :

f([2P; 2P+1]) = [[2P; 2P*1]

f étant strictement croissante de E = [2P; 2P*1] dans lui-méme réalise une bijection. Elle envoie
donc le plus petit élément de E sur lui-méme, puis le suivant sur le suivant et ainsi de suite. C’est
donc lidentité, soit f(n) = n pourtoutndeE.
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