Montrer que pour toute suite de réels (u;)1<;<, Strictement positifs :
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Réponse :
1 méthode : On note P(n) cette propriété et on la démontre par récurrence pourn = 1.
Initialisation : pourn =1 :

Soit u,un réel strictement positif alors :
1 2
U, — = 1 > 1
Uy
Donc P(1) est vraie.
Hérédité : On suppose P(n) vraie pour un entier naturel n > 1.

Soit (u;)1<i<n+1 UNe suite de n + 1 réels strictement positifs. Alors :
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Oron a, d’une part, par hypothése de récurrence :
1 1 1 )
(uy +up + -+ uy) (—+—+---+—) >n
U U Un
D’autre part, en notant que chaque terme uL + % est la somme d’un nombre réel strictement
n+1 i

positif et de son inverse, on est amené a étudier sur ]0; +oo[ la fonction :

1
= + —
fx) =x 2
de dérivée :
) 1 x*-1
f(x)=1—x—2= "

Or, f'>0sur ]1;+00[ et f'"<Osur ]0;1[donc f strictement décroissante sur ]0;1] et
strictement croissante sur [1; +o[ donc f présente un minimumen 1 égala f(1) = 2.

On en déduit pour tout entiernaturel 1 <i <n:




U; Un+1
+
Un+1 U;

=2

Les n paires de termes de ce type donnent donc une somme supérieure ou égale a 2 n.
Ainsi :
1 1

1
W Uyt uy tu <—+—+---+—+
(1 2 n Tl+1) U Uy Uy, Upst

)2n2+2n+1=(n+1)2

Et P(n + 1) estvraie.

Conclusion : P(n) est vraie pour tout entier naturel n > 1.

2®me méthode : sans utiliser de récurrence ni d’étude de fonction :
On note d’abord que pour toutréelx > 0 :

+1_x2+1_x2—2x+1+2x_(x—1)2
TYT T T x T x

+22=2

avec égalité si et seulement six = 1.
Ordansle cas nontrivialn > 2 (lecasn = 1 étant Uinitialisation de la premiére méthode) faisons

apparaitre dans un tableau, les termes du développement de :

Sp = +uy+ -+ )(1+1+ +1)
n = U T U Un w w,

1 1 1
Uy Uz Un
u |1 et e}
Uy Un
Uy Y211 ]
Uy Un
U, | ¥ | Un 1
Uy Uy

On observe que les ntermes de la diagonale sont égaux a 1 et les termes symétriques par rapport
a ladiagonale sont inverses donc leur somme est supérieure ou égale a 2.

Donc §,, est supérieure ou égale an + 2 m ou m est le nombre de termes situés sous la diagonale
donc n + 2 m est également le nombre de termes du tableau, a savoir n?.

A noter que la condition nécessaire et suffisante d’égalité S,, = n? est que chacune des sommes

—Z‘ + —u] pouri # j soitégale a2 donc —Z‘ = 1 autrement dit que tous les termes de la suite (4;)1<j<n
jo % i

)
soient égaux.



Remarque : On peut s’affranchir du tableau, méme s’il permet facilement de voir les associations
de termes intéressantes, en écrivant :

n n
Uu; u; U 5
—+ E —+—=]=2n+ E 2=n+2m=n
Uu; i uj U

1<i<jsn

1gi<jsn

Sp =

n
i=1
3*™e méthode : En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

On rappelle que pour deux vecteurs X = (X;)1<i<n, ¥ = (Vi)1<i<nOna:
X1z [1Y1l2 = KX, V)

avec égalité si et seulement si X et Y sont colinéaires et ou (X,Y) désigne le produit scalaire
euclidien :

n

(X,Y)= zxi Vi

i=1

Et ||X]|, la norme associée

Il suffit de prendre alors :

Et 'inégalité devient :

avec égalité si et seulement siil existe unréel k tel que pourtout1 <i <n:

1
=k ——
VUi m
Soit:
u; = k

autrement dit tous les termes u; égaux.
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