Loi de Pascal en probabilités

On considére une suite infinie d’événements mutuellement indépendant (S,,) de méme
probabilité p.

Exemple de telle suite : Soit une urne contenant 2 boules rouges et 4 boules vertes indiscernables
au toucher. On considere U'expérience aléatoire qui consiste a tirer indéfiniment avec remise une
boule de l'urne.

On définit alors pour tout n € N* Uévenement S, = "obtenir une boule rouge aun —
ieme tirage" de probabilité p = é

On définit pour un entier naturel non nul donné r la suite de variable aléatoire (X;);=q, oU:
XyestégalaO

X, est égal au plus petit entier k pour lequel S;, est réalisé.

X, est égal au plus petit entier k > X; pour lequel S, est réalisé moins X;

X5 est égal au plus petit entier k > X, pour lequel S, est réalisé moins X; + X,

Etc..

De facon générale, pourtout 1 < n < r, X, est égal au plus petit entier k > X,,_; pour lequel
Sy estréalisé moins Xy + X{ + -+ X,,_1.

Loide X,, :
X, suit une loi géométrique de parametre p et pourtoutn > 2etk >1:
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1<iq<ip<-+<ipn_q
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1<iq<ip<-+<ipn_q

=pgt > P =) 00 (6 = 1)

1<y <ip<-<in—q

=pq“

Donc chaque variable X, suit une loi géométrique de parameétre p et ces variables sont
mutuellement indépendantes.

Onadonc:

1 q .
E(Xn)=;, V(Xn)=?: ougq=1-p




Loi de probabilitédeY = X; + X, + ---+ X, d’univers ¥(Q) = [r,+ o [.

Nous allons l'obtenir par deux méthodes :

1% méthode : calcul direct

Pour k > 1 : On définit ’évenement :

Tr_1 = "surles k — 1 premiers événements, r — 1 sont réalisés".

Onaalors:

P(Y = k) = P(Si N Tg—1) = P(S) P(Tie—1) = p P(T-1)
Or:

Ty—1 = S, NS, Nn.nS _nS NS _Nn.NnS, .

1<i1<ip<-<ip_1<k—1

{igymi_1}={1,...k—1}
Et:

P(S, nS,n..nS;,_ NS NS, Nn.nS, )=p tqg-T

Donc:

P(Y =k) = (’r‘ _ i) p g

On dit alors de Y qu’elle suit une loi de Pascal de paramétresretp: Y ~ P(r,p)

Espérance et variance s’en déduisent :

EXX) = E(Xy) + E(Xp) + -+ E(X,) = %

VX)=V(X) + V(X)) + -+ V(X,) = ;—Z’

2°m¢ méthode : En utilisant la fonction génératrice de Y

D’une part :

Gy(t) =E(t") = z t“P(Y = k)
k=r

D’autre part :
Gy (t) = E(tXatXet 4%y = F(t%1) .. E(t%7)

Orpourtoutl <n<r:

+00 +00 +
_ _ pt
B =) kP =k)= Y thpgtt=pt ) (q0F =
k=1 k=1 k=1 q

Donc:




pt
1—-qt

Gy(t) = - prtr(l—qt)”
(00

Rappelons le développement en série entiére :

(1-|-x)a=1+Za(a—1)....(a—(k_1) xk
k=1

k!

Duquel on déduit :

- —r(—r—1)..
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(== (k—1) R

k!
Cr 1)+ (= 1)
r(r e (T —
=1+Z xk
k!
k=1

Ainsi :

Go(D) = pT 17 <1+2r(r+1)....(r+(k—1) g tk>

k!
k=1

+00
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rr+1)...(k—1)
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+00
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+00
— AT T r k-1 k—-r +k
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On en déduit, par identification des coefficients :
Pourk = r:
PY=r)=p"
Pourk>r+1

P(Y =k) =p" (’; _ i) q <"

La formule précédente étant valable pourk = r.
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