1) Préliminaire : fonction convexe
On rappelle qu’une fonction f réelle a variable réelle est convexe sur un intervalle I si :
vneN"V(xq,x9,..,X,) EIMY (P1,P2, -, Pn) ER™:
p1tpzt-tp,=1=
f1x1+p2x2+ -+ Ppxn) P f(x1) + P2 f(x1) + -+ P fx)
Montrer que si f est deux fois dérivable sur I alors f est convexe sur I si et seulement si :
vxel:f"(x)=0

2) Inégalité de Jensen :

Soit X une variable aléatoire réelle discréte et f une fonction convexe sur un intervalle I contenant
les valeurs possibles de la variable X, qu’on considérera comme étant formées par une suite
(Xn)nen:- Alors si la variable f(X) et la variable X admettent une espérance, ona:

fEIXD < E[f(XD)

Application : Montrer que si la variable X* admet une espérance alors les variables X? et |X|3 en
admettent une aussi et :

E[X?] < VE[X%]

E[IX]3] < E[X4]%

Preuve :
1) Préliminaire :

On suppose f deux fois dérivable et a dérivée positive ou nulle sur I. Montrons la propriété
souhaitée par récurrence sur n.

Initialisation : pourn = 2

Soit (x1,x,) € 1% et (p1,p2) € R? tels que x; < x, etp; + p, = 1. Introduisons sur [0,1] Ia
fonction :

g®) = fF(A =) x +tx;) = (L= 0) fxy) + £ fx2))
Alors g est deux fois dérivable sur I et :
g'®) =@ —x) f/(A=0)x +tx5) = (fx2) = f(x1))
9'®) =0 —x)? f'"(A=)x;+tx;)=0

g’ est donc croissante et d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe (¢ ,d) € ]xq, x, [%:

9'(0) = Gy = x1) /() = (fr) = F(x1)) = (rz —x1) (F/ (1) = F1(€)) <0

g'(1) = Gz —x1) f(x2) = (FOr) = f(x1) = Oz = x1) (f'(x2) = f/(d) 2 0
Donc il existe a € ]0,1[ tel que g décroit sur [0, a] puis croit sur [a, 1]. Or: g(0) = g(1) = 0.



On en déduit que g est négative ou nulle sur [0,1]. En écrivant g(p,) < 0, on obtient :
f(py %1 + 02 %2) < p1 f(x1) + D2 f(x1)
Hérédité :

Supposons la propriété établie au rang n—1 pour n =3 alorssoit (x1,x5,...,x,) EI" et
(p1, 02, - Pn) E R*telsquep; # let:

p1tpzt+-tpp=1

Alors :

P2 X2+ + Py xn)
P2+t pn
P2 Xy + -+ Py xn)

P2t +pn

f(p1x14-pzxz+-~~+pnxn)==f(P1x1+(pz+-~~+pn)

<Py ) + (ot + ) f

Posons pour tout i € [2,n] :

S
Copatt g
Alors :

@t tqn=1
Donc, I'hypothése de récurrence s’applique :

f@2 22+ -+ qnxn) < q2 f(q2) + -+ g5 f(qn)
Donc:
forx1+p2x2+ -+ ppxp) <Py f(x) + (P2 + -+ pp) (‘h f(a2) + -+ an f(an))
Soit :

fo1x1+p2x2+ -+ ppxp) <1 f(X1) + 02 f(x2) + -+ 0y ()

Ce qui prouve I'hérédité.

Réciproque :

Voir fichier sur la convexité des fonctions réelles sur ce méme site.

2) Inégalité de Jensen

Notons pour touti € N : p; = P(X = x;).On a alors pour toutn € N* :

fo1x1+p2x2 + -+ ppxp) Sp1 f(X1) + 02 f(x2) + -+ 0y ()

Et en faisant tendre n vers l'infini :

fEXD < E[f(XD



Application :
On suppose que X* admet une espérance. Considérons sur [0, +oo[ les fonctions :
fx) = x?

4
3

glx) =x

Elles dont toutes les deux convexes sur [0, +oo[ qui est le domaine ou se trouvent les valeurs
possiblesde Y = X% et Z = |X|3.

On a alors pour toutn € N* :
(P X2+ P22+ + o D)2 < prxyt H ot 4 oy

4 4 4 4
(1 %1 ® 4+ 02 12212 + -+ Py 120 12)3 < py (121 17)3 + 2 (1%213)3 + -+ + py (|2]°)3
Soit :

P1 X124 Py X2 o+ P X% S P1 Xt + D2 2+ Py X

3
P11 B+ 0o 1013 4 4 oy 12 < (0 11 + 02 0+ 4y 2, DB

Les suites des membres de droite étant convergentes, les séries a termes positifs des membres de
gauches convergent et en passant a la limite on obtient :

E[x?] < JE[X4]

IS

E[IXI°] < E[x*]



