
Inégalité de Chebyshev 

 

1) Soit (𝒂𝟏, 𝒂𝟐, 𝒃𝟏, 𝒃𝟐) ∈ ℝ𝟒 tels que : 𝒂𝟏 ≤  𝒂𝟐 et 𝒃𝟏 ≤  𝒃𝟐, développer : 

(𝒂𝟏 − 𝒂𝟐) (𝒃𝟏 − 𝒃𝟐) 

En déduire : 

𝒂𝟏 𝒃𝟏 + 𝒂𝟐 𝒃𝟐 ≥
𝟏

𝟐
 (𝒂𝟏 + 𝒂𝟐) (𝒃𝟏 + 𝒃𝟐) 

2) Généralisation : Soit 𝒏 ∈ ℕ∗ et soit (𝒂𝟏, 𝒂𝟐, … , 𝒂𝒏, 𝒃𝟏, 𝒃𝟐, … , 𝒃𝒏) ∈ ℝ𝟐𝒏 tels que : 𝒂𝟏 ≤

 𝒂𝟐 ≤ ⋯ ≤ 𝒂𝒏 et 𝒃𝟏 ≤  𝒃𝟐 ≤ ⋯ ≤ 𝒃𝒏, développer : 

∑ (∑(𝒂𝒊 − 𝒂𝒋) (𝒃𝒊 − 𝒃𝒋) 

𝒏

𝒋=𝟏

)

𝒏

𝒊=𝟏

 

En déduire : 

∑ 𝒂𝒊 𝒃𝒊

𝒏

𝒊=𝟏

≥
𝟏

𝒏
 (∑ 𝒂𝒊

𝒏

𝒊=𝟏

) (∑ 𝒃𝒊

𝒏

𝒊=𝟏

) 

Préciser la condition d’inégalité stricte 

3) Soit 𝒏 ∈ ℕ∗ et soit (𝒂𝟏, 𝒂𝟐, … , 𝒂𝒏) ∈ ℝ𝒏 tels que : 𝟎 ≤ 𝒂𝟏 ≤  𝒂𝟐 ≤ ⋯ ≤ 𝒂𝒏. Montrer que 

pour tout 𝒌 ∈ ℕ∗ : 

∑ 𝒂𝒊
𝒌

𝒏

𝒊=𝟏

≥
𝟏

𝒏𝒌−𝟏
 (∑ 𝒂𝒊

𝒏

𝒊=𝟏

)

𝒌

 

En déduire la limite quand 𝒏 tend vers l’infini de la suite : 

𝟏𝒌 + 𝟐𝒌 + 𝟑𝒌 + ⋯ + 𝒏𝒌

𝒏𝒌
 

Retrouver ce résultat en utilisant une intégrale et donner un équivalent à la suite 

précédente. 

4) Soit 𝒏 ∈ ℕ∗ et soit (𝒂𝟏, 𝒂𝟐, … , 𝒂𝒏, 𝒃𝟏, 𝒃𝟐, … , 𝒃𝒏, 𝒄𝟏, 𝒄𝟐, … , 𝒄𝒏) ∈ ℝ𝟑𝒏 tels que : 𝟎 ≤ 𝒂𝟏 ≤

 𝒂𝟐 ≤ ⋯ ≤ 𝒂𝒏,  𝟎 ≤ 𝒃𝟏 ≤  𝒃𝟐 ≤ ⋯ ≤ 𝒃𝒏 et 𝟎 ≤ 𝒄𝟏 ≤  𝒄𝟐 ≤ ⋯ ≤ 𝒄𝒏. Etablir une minoration 

de : 

∑ 𝒂𝒊 𝒃𝒊

𝒏

𝒊=𝟏

𝒄𝒊 

où apparaisse ∑ 𝒂𝒊
𝒏
𝒊=𝟏 , ∑ 𝒃𝒊

𝒏
𝒊=𝟏 , ∑ 𝒄𝒊

𝒏
𝒊=𝟏  

Faire une généralisation. 



 

Réponses : 

1) 

(𝑎1 − 𝑎2) (𝑏1 − 𝑏2) = 𝑎1 𝑏1 − 𝑎1 𝑏2 − 𝑎2 𝑏1 + 𝑎2 𝑏2 

A noter que cette quantité est positive ou nulle. On en déduit : 

 

2 (𝑎1 𝑏1 + 𝑎2 𝑏2) − (𝑎1 + 𝑎2) (𝑏1 + 𝑏2) = 𝑎1 𝑏1 − 𝑎1 𝑏2 − 𝑎2 𝑏1 + 𝑎2 𝑏2 ≥ 0 

D’où le résultat. 

2)  

∑ (∑(𝑎𝑖 − 𝑎𝑗) (𝑏𝑖 − 𝑏𝑗) 

𝑛

𝑗=1

)

𝑛

𝑖=1

= ∑ (∑ 𝑎𝑖  𝑏𝑖 − 𝑎𝑖 𝑏𝑗 − 𝑎𝑗  𝑏𝑖 + 𝑎𝑗  𝑏𝑗  

𝑛

𝑗=1

)

𝑛

𝑖=1

= 

= ∑ (∑ 𝑎𝑖  𝑏𝑖 

𝑛

𝑗=1

)

𝑛

𝑖=1

− ∑ (∑ 𝑎𝑖 𝑏𝑗  

𝑛

𝑗=1

)

𝑛

𝑖=1

− ∑ (∑ 𝑎𝑗  𝑏𝑖 

𝑛

𝑗=1

)

𝑛

𝑖=1

+ ∑ (∑ 𝑎𝑗  𝑏𝑗 

𝑛

𝑗=1

)

𝑛

𝑖=1

 

= 𝑛 ∑ 𝑎𝑖 𝑏𝑖  

𝑛

𝑗=1

− (∑ 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

) (∑ 𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

) − (∑ 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

) (∑ 𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

) + 𝑛 ∑ 𝑎𝑗  𝑏𝑗  

𝑛

𝑗=1

 

= 2 𝑛 (∑ 𝑎𝑖 𝑏𝑖 

𝑛

𝑗=1

) − 2 (∑ 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

) (∑ 𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

)  

Or pour tout (𝑖, 𝑗) ∈ ⟦1, 𝑛⟧2: 

(𝑎𝑖 − 𝑎𝑗) (𝑏𝑖 − 𝑏𝑗) ≥ 0 

La somme double précédente est donc positive ou nulle. Il en résulte l’inégalité cherchée. 

A noter que l’inégalité est stricte si et seulement si il existe un couple (𝑖, 𝑗) ∈ ⟦1, 𝑛⟧ tel que 

𝑎𝑖 < 𝑎𝑗 et 𝑏𝑖 − 𝑏𝑗 

3) Par récurrence sur 𝑘 ∈ ℕ∗. 

L’initialisation a déjà été faite. Voyons l’hérédité en supposant la propriété établie au rang 𝑘 

à savoir : 

∑ 𝑎𝑖
𝑘

𝑛

𝑖=1

≥
1

𝑛𝑘−1
 (∑ 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

)

𝑘

 

Alors : 



∑ 𝑎𝑖
𝑘+1

𝑛

𝑖=1

= ∑ 𝑎𝑖
𝑘

𝑛

𝑖=1

 𝑎𝑖 

Et on a : 

0 ≤ 𝑎1 ≤  𝑎2 ≤ ⋯ ≤ 𝑎𝑛 

0 ≤ 𝑎1
𝑘 ≤  𝑎2

𝑘 ≤ ⋯ ≤ 𝑎𝑛
𝑘  

On a donc : 

 

∑ 𝑎𝑖
𝑘+1

𝑛

𝑖=1

≥
1

𝑛
 (∑ 𝑎𝑖

𝑘

𝑛

𝑖=1

) (∑ 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

) ≥
1

𝑛
 

1

𝑛𝑘−1
 (∑ 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

)

𝑘

(∑ 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

) =
1

𝑛𝑘
 (∑ 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

)

𝑘+1

  

 

Ce qui prouve l’hérédité. 

Appliquons ce résultat à la suite 𝑎𝑖 = 𝑖 : 

∑ 𝑖𝑘

𝑛

𝑖=1

≥
1

𝑛𝑘−1
 (∑ 𝑖

𝑛

𝑖=1

)

𝑘

=
1

𝑛𝑘−1
 (

𝑛 (𝑛 + 1)

2
)

𝑘

=
𝑛 (𝑛 + 1)𝑘 

2𝑘
 

Donc : 

∑ 𝑖𝑘𝑛
𝑖=1

𝑛𝑘
≥

𝑛 (𝑛 + 1)𝑘 

2𝑘 𝑛𝑘
  

Et : 

lim
𝑛→∞

𝑛 (𝑛 + 1)𝑘 

2𝑘  𝑛𝑘
= lim

𝑛→∞

𝑛 

2𝑘 
= +∞ 

Donc par comparaison : 

lim
𝑛→∞

∑ 𝑖𝑘𝑛
𝑖=1

𝑛𝑘
= +∞ 

Une autre façon consiste à faire apparaitre une somme de Riemann sur [0,1] associée à la 

fonction : 

𝑓(𝑥) = 𝑥𝑘 

On a en effet : 

∑ 𝑖𝑘𝑛
𝑖=1

𝑛𝑘+1
=

1

𝑛
 ∑ (

𝑖

𝑛
)

𝑘𝑛

𝑖=1

=
1

𝑛
 ∑ 𝑓 (

𝑖

𝑛
)

𝑛

𝑖=1

~ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

0

=
1

𝑘 + 1
 

Donc : 



∑ 𝑖𝑘𝑛
𝑖=1

𝑛𝑘
~

𝑛

𝑘 + 1
 

On retrouve bien la même limite. L’avantage avec cette méthode est d’obtenir un équivalent, 

ce que la première méthode ne permet pas de faire par comparaison unilatérale. 

4) on a : 

∑ 𝑎𝑖  𝑏𝑖 𝑐𝑖

𝑛

𝑖=1

= ∑(𝑎𝑖 𝑏𝑖) 𝑐𝑖

𝑛

𝑖=1

 

Et : 

0 ≤ 𝑎1 ≤  𝑎2 ≤ ⋯ ≤ 𝑎𝑛 

0 ≤ 𝑏1 ≤  𝑏2 ≤ ⋯ ≤ 𝑏𝑛 

Donc : 

𝑎1 𝑏1 ≤  𝑎2 𝑏2 ≤ ⋯ ≤ 𝑎𝑛 𝑏𝑛 

D’où : 

∑(𝑎𝑖 𝑏𝑖) 𝑐𝑖

𝑛

𝑖=1

≥
1

𝑛
 (∑(𝑎𝑖 𝑏𝑖)

𝑛

𝑖=1

) ∑ 𝑐𝑖

𝑛

𝑖=1

 ≥
1

𝑛
 (

1

𝑛
∑ 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

 ∑ 𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

) ∑ 𝑐𝑖

𝑛

𝑖=1

 

Ainsi : 

∑ 𝑎𝑖 𝑏𝑖 𝑐𝑖

𝑛

𝑖=1

≥
1

𝑛2
(∑ 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

) (∑ 𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

) (∑ 𝑐𝑖

𝑛

𝑖=1

) 

Généralisation : Soit ∈ ℕ∗, 𝑘 ∈ ℕ∗ et pour tout 𝑗 ∈ ⟦1, 𝑛⟧ ∶ 0 ≤  𝑎1𝑗 ≤ 𝑎2𝑗 ≤ ⋯ ≤ 𝑎𝑛𝑗 

Alors : 

∑ 𝑎𝑖1 𝑎𝑖2 … 𝑎𝑖𝑘

𝑛

𝑖=1

≥
1

𝑛𝑘−1
(∑ 𝑎𝑖1

𝑛

𝑖=1

) (∑ 𝑎𝑖2

𝑛

𝑖=1

) (∑ 𝑎𝑖𝑘

𝑛

𝑖=1

) 

Ce qui se démontrer comme précédemment par récurrence sur 𝑘. 

 


