Inégalité de Chebyshev

1) Soit (a4, a,, by, b;) € R* tels que : a; < a, et b; < b,, développer :

(a; — az) (by — by)

En déduire :
1
aq b1 + a, bz = E (a1 + az) (bl + bz)

2) Généralisation : Soit n € N* et soit (a, ay, ..., a,, by, by, ..., b,) € R*" tels que : a; <
a, <---<a,eth; < b, <--- <b,, développer:

n

(> -a) (i~

i=1 \j=1
n n
i=1 i=1

3) Soitn € N* et soit (a4, a;, ...,a,) € R"telsque: 0 < a; < a, < - < a,,. Montrer que

pourtoutk € N*:
n 1 n
> etz ()

i=1 i=1

En déduire :

S

n
Z a; bi =
i=1

Préciser la condition d’inégalité stricte

k

En déduire la limite quand n tend vers I'infini de la suite :

1k + 2k + 3k 4+ ... 4 nk
nk

Retrouver ce résultat en utilisant une intégrale et donner un équivalent a la suite
précédente.

4) Soitn € N* et soit (aq, ay, ..., a,, by, by, ...,b,, €1,C3, ...,¢,) E R3 telsque: 0 < a; <
a<--<a, 0<b;< b, <:--<b,et0<cq < c; < < c,. Etablir une minoration
de:

n

Zai b;c;

i=1
ou apparaisse Y,;_1 ;, Xi—q b, Xit1 €

Faire une généralisation.



Réponses :
1)
(a; —ap) (by —by) =a; by —ay; b, —ay; by +ay b,

A noter que cette quantité est positive ou nulle. On en déduit :

2(ay by +ayb,)—(ay+a,)(by+b,)=a,by—a, b,—a, by +a, b, >0
D’ou le résultat.

2)

n n n n
Z Z(al—aj)(bl—bj) :Z Zaibi—aibj—ajbi+ajbj =
j=1 j=1

i=1 i=1
n n n n n n n n
A DXCERENDICEREDAPITE EDAPIE
i=1 \j=1 i=1 \j=1 i=1 \j=1 i=1 \j=1
j=1 i=1 i=1 > i=1 i=1 j=1

Or pour tout (i,j) € [1,n]?:
(ai—a;) (bi—b;) 20
La somme double précédente est donc positive ou nulle. Il en résulte I'inégalité cherchée.

A noter que I'inégalité est stricte si et seulement si il existe un couple (i, j) € [1,n] tel que
a; < aj etbl-—bj

3) Par récurrence sur k € N*,

L'initialisation a déja été faite. Voyons I’hérédité en supposant la propriété établie au rang k

a savoir :
n 1 n
k
Z a2 nk-1 (Z ai)
i=1

i=1

Alors :



i=1 i=1
Etona:
OSa1S azs San
0<a;*< a,f<<a,k
Onadonc:

i w1yl (i a ) (i al> >1 L (i ai) (i ai) 5l (i ai>k+1

i=1 i=1

Ce qui prouve I'hérédité.

Appliquons ce résultat a la suite a; =i :

n k k
1 _ 1 (n(n+1) n(n+ 1
—1 <Z l) k1 ( 2 > = ok

i=1

Donc:
ik n(m+ Dk
>
nk T 2knk
Et:
n(n+ 1)k o on
_—— — = 400
n—oo Zk nk n—-oo Zk
Donc par comparaison :
n ik
lim 251 — 400
n—oo nk

Une autre fagon consiste a faire apparaitre une somme de Riemann sur [0,1] associée a la
fonction :

f(x) = x*
On a en effet :
k

S ) = IS () [ o= g

i=1 i=1

Donc:



n :k
i=1l" m
nk k+1

On retrouve bien la méme limite. L’avantage avec cette méthode est d’obtenir un équivalent,
ce que la premiere méthode ne permet pas de faire par comparaison unilatérale.

4)ona:
n n
z a; by c; = Z(ai b;) c;
i=1 i=1
Et :
< aq < a, < < n
b < b, <--<b,
Donc:
a1b1S azbz S"'Sanbn
D’ou :
n n n n
(a; b; b; > (1 b
zal )Cl— Z(a’l i) zcl n EzaiZ i Zci
i=1 i=1 i=1 =1
Ainsi :

vt B

i=1 i=1 i=1 i=1

Généralisation : Soit € N*, k € N* et pourtoutj € [1,n] : 0 < a;; < apj < -+ < ay;

Alors :

S a3 5o 5o

i=1 i=1 i=1

Ce qui se démontrer comme précédemment par récurrence sur k.




