Exercice 4

L’espace R” est muni du produit scalaire usuel et de la base orthonormée canonique B = (el,e;,,és).

Si u et v sont deux vecteurs de R’, leur produit scalaire est noté <w,v >. Onnote f

I’'endomorphisme dont la matrice dans la base B est :

-2 1 -3
A=|-1 0 0
0 0 3

La matrice transposée de A4 sera notée ‘4.
On rappelle qu'un sous-espace vectoriél F est dit stable par f lorsque f(F) c F' c’est-d-dire lorsque
'image de tout vecteur x de F par f appartient 4 F.

1) Déterminer le rang de f.

2) Déterminer les valeurs propres de f et les sous-espaces propres associés. L’endomorphisme f est-
il diagonalisable ?

3) Soit D une droite vectorielle stable par f et v un vecteur non nul de cette droite. Montrer qu'’il

existe un réel A tel que f(v)= Av.En déduire les sous espaces vectoriels de dimension 1 stables par
St _
4.2) Soit @ un plan de R*, Montrer que @ est stable par f si et seulement si /(P ) = P.
4.b) Soit ® un plan de R® d’équation ax+ By +yz=0, ot (a,ﬁ,;’) = (D, 0, 0}. On note u le
vecteur de coordonnées e, 3,y dans la base B . Montrer que, si P est le plan d’équation
ax+by+ez=0, ®’ = @ si et seulement si, il existe un réel non nul A tel que
(a,b,c)=A(a,B.¥). (Ind. On pourra remarquer qu’un vecteur w = xe, + ye, + ze; appartient a @
si et seulément si <u,w>=0) |
‘o x
4.¢) On associe 4 u la matrice U =| .| et & wlamatrice W =| y |. Montrer que la propriété
¥ z
[P eststable par /] est équivalente & la propriété [ VX € M, | {]R) , 'UX =0 si et seulement si

UAX =0].
4.d) Montrer que ® est stable par f si et seulement si U est un vecteur propre de ‘4.
4.e) En déduire tous les sous-espaces vectoriels de dimension 2 stables par. f.

Corrigé :



1) en échangeant les deux premieres colonnes, on obtient une matrice triangulaire supérieure avec
des coefficients diagonaux non nuls donc A est de rang 3

2)
—2-1 1 -3
ma(A) =det(A—2113) = -1 -1 0 [=3B-2) |_2_; A _1&|
0 0 3—-21

~e-n |74 L=e-ne-n
=@B-D(-1-21?

A a donc deux valeurs propres distinctes —1 et 3.

X
X=<y>eIE_1<:> A+1)X=0
Z

—-x+y=0
4z=0

=20

o)

X
X=(y>€]E3<:> (A-3L)X=0
VA

—-x+y—-3z=0
ﬁ{

Donc:

E_; =Vect

—x—3y=0

—5x+y—-3z=0
ﬁ{
0=0

x=-3y
‘:’{3z=16y

(2]

Donc:

E; =Vect

Ainsi :

Donc f n’est pas diagonalisable.

3) Soitv € 3)\{6} alors v est une base de D donc il existe un réel A tel que : f(v) = A v.

Donc A est une valeur propre de f donc A vaut —1 ou 3 et D est soit E_; soit [E5. Les sous espaces
propres de f sont donc les seuls sous espaces de dimension 1 stables par f.



4)a)
Soit P un plan stable par f. Alors :
f@P)cP
Soit (1, v) une base de . Alors :
fP) =Vect[f(w), f(v)]
Or:
xfW+yfw)=0e flxu+yv) =0
Sxu+yv € ker(f)
Sxu+yv=0
ex=y=0
Donc la famille (f (w), f (v)) est libre. Ainsi :
dim(f(P)) = 2 = dim(P)
D’ou :
f@) =%

La réciproque est triviale.

4)b)
Soit (wy, w,) une base orthogonale de . Posons :
v=ae +be,+ce;#0
On suppose P = P’ alors (w,, w,) est une base orthogonale de P’ donc :
(v,w) =(v,wy) =0
Donc v appartient a I'orthogonal de P qui est une droite dont une base est le vecteur u.
Donc il existe un réel A non nul tel que :
v=Au
La réciproque est triviale.
4) c) Notons que :

‘UW=0owe?P
VAW =0 f(w)EP

Supposons P stable par f alors :

VWER3: weP=>f(w)EP



VWERS: fWEP= fW EFP)IWEP: fW)=fW)=2>Iw eEP:w=w’
>wedP

Réciproquement, supposons :

VWER3: weP S f(w)EP
Alors P stable par f d’ou :
P stable par f © [VW€R3: WE?:f(W)E:P]
SVYVWEM;R): UW=0s "WAW =0

4 d)

Soit P stable par f alors :
wePe UW=0o WAW=0& (‘AU) W=0

o 3JLleR: YAU=2U

-2 -1 0
tA=1 o0 o0
-3 0 3

tA et A ayant les mémes valeurs propres, nous allons rechercher les sous espaces propres associés :

4 ¢) sous espaces propres de ‘A

X
X=<y>€IE_1<:> (‘A+13)X=0
V4

—x—y=0
<:>{ x+y=0
—3x+4z=0

g {4yz:= _3xx

2
X= ; €EE;e (A-3L)X=0
enm s

z
—5x—y=0
®{x—3y=0

—3x=0

@x=0
{y=0

Donc:

E_; =Vect




Donc:

E; = Vect

o)

Les plans stables par f sont donc les deux plans d’équation :
4dx—-4y+3z=0

et



