Exercice 2

On rappelle que Vx e ]—1,1[ , In(1+x) = 2(—1)H .
n

n=]

1.a) Donner le développement en série entiére de la fonction x = In(1—x) sur ]—1, l[ .

1.b) En déduire le développement en série entiére de la fonction x = In(1+ x)— In(l — x) sur ]—1, l[ :

x2n+2

2.a) On considére la série entiére Z—— . Déterminer son rayon de convergence.
St nn+)(2r+1)
-On notera § la valeur de sa somme lorsqu’elle converge.
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2.b) Déterminer trois réels a,b,c tels que, Vne N*,

+o 2n+2
2.c) En déduire "expression de S{x) = Z-x— sur ]—],l[ :
w n(n+1)(2n+1)
x2nr'r2
3.a) On pose, pour n entier strictement positif et pour x réel, u, (x) = ————————— . Montrer que la
' n(n+1)(2n+1)

série de fonctions de terme général u, converge normalement sur I’intervalle [—1,]] .

3.b) En déduire que § est continue sur [—],1] .. Donner la valeur commune de S(1) et S(—1).

Corrigé :

1) a) on remplace x par —x dans le développement de Ln(1 + x)

In(1-x) = z( pn-r & x)n i i

1) b)
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In(l1+x)—ILn(1l—x)= ) (-1 AR 2 A (—1)2p+1i-1
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Remarque :

On retrouve un résultat connu pour le développement en série entiére de la réciproque de la
fonction tangente hyperbolique sur ]—1,1[:
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th (x)=§Ln(1_x

2) a) Introduisons la somme partielle :
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Pourx € [—-1,1] :

x2p+2 1
‘p(p+1)(2p+1) =P G+DEp+D
Or:
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p(p+D2p+1) 3p°

Et la série de terme général i3 converge. On en déduit que la série définie par S,, (x) est normalement

convergente sur [—1,1] donc en particulier, absolument convergente.

Pour x € R\[—1,1] posons :

x2 p+2

b= erDerD

Alors :

B |x|2P+3 p(p+1D2p+1) X2 > 1
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D’apres la regle de D’alembert, le terme général de la suite U, tend en valeur absolu vers +oo donc la
série associée diverge trivialement.

Le rayon de convergence est donc égal a 1 et S,, converge normalement sur [—1,1]

2) b) On décompose en éléments simples la fraction rationnelle :

1 _a+ b 4 c
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On multiplie par x et on fait tendre x vers 0 :
a=1
On multiplie par x + 1 et on fait tendre x vers -1 :
b=1

On multiplie par x et on fait tendre x vers +oo :
0O=a+b+
=a —
2

Donc:

Ainsi pour toutn € N* :
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2)c)pourx € |—-1,1[ :
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=—x?In(1—x)+(-ILn(1—-x*)—x?)-2x(Un(1+x)—Ln(1—-x)—2x)
=(-1-x?)(In(1—x) +Ln(1+x)) —2xLn(l+x) + 2x Ln(1 — x) + 3 x?

=—(1+2x+x)In(1+x)—(1—-2x+x?)Ln(1—x) +3x?2

Sx)=—-1+x)?Ln(1+x)— (1 —x)?Ln(1l—x) + 3 x?

3)a) Déjavuen2)a)

3) b) S,, convergeant normalement sur [—1,1] elle converge uniformément sur ce méme intervalle.
Or le terme général u,, de S,, est une fonction continue sur [—1,1] donc la limite uniforme de S, est
continue sur [—1,1].

On en déduit :
S(-1)=51) = xli_)nlq_S(x)
= lim —(1+(1 - ) In(1+ 1A -h)—(1-A-h)"Ln(1—(1—h))+3 1 - h)?

= hlirgl+ —(2—-h)*Ln(2—h) —h*Ln(h) +3 (1 — h)?

S(-1) =S(1) =3 — 4 Ln(2)




