Exercice 1

On considére un réel a € ]{}, i[ et I'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est

1 0 0
M =|l1-a a 0.
0 l-a a

On appelle f, I'endomorphisme associé & M, dans la base canonique de R”.

On note I, la matrice identité de M, (IR) et E le sous-espace vectoriel de M, (IR) engendré par
LM, M.

On rappelle que, si M est une matrice de M, (R), par convention M °=1.

1.a) Calculer M_. |

1.b) Montrer que la famille (IE,ME, Mj) est libre.

2.a) Déterminer le polyndme caractéristique de M, .

2.b) Montrer que (M, - 13)(Ma —afa)z =0.

2.c) En déduire que M : appartient 4 E.

3.a) Montrer que, pour tout entier positif ou nul », il existe un unique triplet de'réels (un sVys wﬂ) tels
que M" =u M. +v,M, +w,,.

+'I!‘wn+] au v wn'
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3.b) Déterminer u,,v,,w, et donner les relations liant u,_,,v,
3.c) Montrer que pour tout entier n positifounul, %, =(2a+1u, , —ala+2u,,, + a’u,.
n—1)a" —na"" +1
On admettra pour la suite que, Vne N, u, = ( }( e
a —_—

4.a) Montrer que la suite (M :) _p ©stconvergente et donner sa limite Z_ en fonction de I,, M, M.

]
(1)

Vérifier que L, = (M, —al, )’. Simplifier I'expression de L, .

4.b) Vérifier que I2 =L _.

On appelle ¢, 'endomorphisme associé & L, dans la base canonique de R”.

4.c) Montrer que ker(f, —Id) =ker(p, —Id) et que Im(f,—Id)=ker(p,).

Exercice 1:

1 0 0 1 0 0 1 0 0
Mi?=(1-a a 0 <1—a a 0>=<1—a2 a? 0)
0 1—-a a 0 1-a a 1-a)? 2a(1—a) a?

b) En ne considérant que les termes diagonaux :

a)



x+y+z
xLL+yM,+zM?=0={ x+ay+a®*z=0
ax+ay+ a?z=0

x+y+z=0 (1)
>{x+ay+a’z=0 (2)
x+y+az=0 (3)

(@a-1Dz=0 3)—-(1)
=2{x+ay+a’z=0 (2)
x+y+az=0 (3)

z=0
:{x+ay=0 2"
x+y=0 (3)

z=0
=>{ x+ay=0 (2"
1-a)y=0 3)-(2)
>x=y=z=0
Donc (13,Ma,Ma2) est une famille libre.

2 a) Le polynéme caractéristique de M, est :
1-X 0 0
l—-a a-—-X 0

0 l—a a-—-X

Ty, (X) = =(1-X) (a-X)?

2 b) D’apres le théoreme de Cayley Hamilton, m),_(X) est un polynéme annulateur de M, donc :
(13 - Ma) (a I3 - Ma)z =0
Soit en développant :
(Is3—M,) (a®I3—2aM, +M;*) =0

a’?lIi—(@*+2a)M,+QRa+1)M>*—M;>=0

MB2=QRa+1)M*—(@®+2a)M,+ad%1,

2 ¢) Comme E est un sous espace vectoriel toute combinaison linéaire d’éléments de E est dans E.
Ainsi :

MB€eE
3 a) Introduisons la proposition logique P, pourn € N :
Vk € [0,n]: M* € Vect[l3, My, M,*] = E
La proposition est vraie pour n = 0,1,2,3. Supposons la vraie pour un entier n = 3 alors :
M =M,"PM =M (@l - (@2 +2a) My + (2a+ 1) M%)
= a?M,"?—(@®+2a) M, +Qa+1)M,"

Or, par hypothése de récurrence, M;" "%, M,™ ! et M, sont dans E. Donc :




MaTL+1 = E
La proposition B, est donc vraie pour tout n € N.

(13, M,, Maz) étant une base de E, on en déduit pour tout n € N I'existence d’un unique triplet de
réels (U, v,, wy) tel que :

M,"™ = u, M* + v, My +w, I
3b)
(uo, vo, wo) = (0,0,1)
Onapourtoutn € N:
M ™ = M, M," = u, M + v, Mg? +w, M,
= Uy ((261+1)M,12—(a2 +2a)Ma+a213)+vnMa2+WnMa

=(Ra+Du, +v,) Mg* + (—(@* + 2 a) uy + wy) My + a® u, I

Donc:
Upsp1 = Ra+Du, +v,
Vpp1 = —(@% +2a) up, + wy
Wit = a° Uy
3¢)

Onapourtoutn € N:
Unt2 = _(aZ + 2 a) Upt1 t Wnig = _(aZ +2 a) Upyr T a’ Un
et

Uniz = (2 a+ 1) upyz + vny

Uiz = 2a+ 1D upy, — (@®+2a) Upyr T a’ Un

Non demandé : démonstration de la formule admise :
L’équation caractéristique associée a la relation de récurrence précédente est :
—QRa+1Dr?’+@+2a)r—a*=0
Or r = a est une racine évidente donc I'équation devient :
r—a)(@?+br+a))=0
Ou on trouve par identification :
b= —(a+1)
Donc I'équation est équivalente a :
r—a)@?*—(a+1+a)=0
Or r = a est encore une racine évidente du facteur du second degré, donc :

r—-a)?@r-1)=0



L’équation a donc une racine simple 1 et une racine double a. La solution générale de la relation de
récurrence est donc de la forme :

u,=An+B)a"+C

OuU A, B, C sont des constantes réelles, déterminées par les conditions initiales. En effet :

uy=B+C=0
Donc:
B=-C
uyu=Qa+1Duy+v,=0
Donc:
(A+B)a+C=0
Aa—Ca+C=0
a—1
A=C
a
Uuy=Qa+Duy+v=v=—(@*+2a)uy+twy=wy =1
Donc:
2A+B)a*+C=1
a—1
(26 —C)a2+C=1
a
2C(a—1)a—-ad*C+C=1
a’C—-2aC+C=1
- 1
~ (1-a)?
D’ou:
1 a—1 n
un=(1_a)2 ( 7 n—1>a +1
_na”—na”_l—a”+1
= 1-a)?
Finalement :
_(-Da"-na"'+1
o 1—a)?
4a)ona:

lim (n—1)a*= lim na™ =0
n—+oo n—+oo




Donc:

i 1
nl—1>r—{r—100un - (1 — a)Z

Vp =Uppr— (2a+1u,

Donc:
li = (2a+1) 1 2
I (e LR ¢ S LR G R L
wy, = a® u,_4
Donc:
I .
ot T (1= )2
On en déduit :
limM”=;(M2—2aM +a21)=#(M—1)2
noteo ¢ T (1—a)? M C ¢ ) R
Or:
10 0
M,—I3=(1-a)|1 0 0
010
Donc:

1 1 0 0> /100
— 2 _ —
La—m(Ma—Ig)— 1 0 O ={1 0 O

4 b) On vérifie aisément : L,* = L,

4c)
Xeker(fy—Id)= M, X=X
= VneN: M," X =X (récurrence évidente)
= L, X =X (passage ala limite)
= X € ker(¢p, —1d)
Donc:

ker(f, —1d) c ker(p, —1d)




Or:

0 0 0
Ly—I;={(1 -1 0
1 0 -1

Les deux premiéres colonnes sont libres et la somme des trois colonnes est nulle donc L, — I3 est de
rang 2 et d’aprés le théoreme du rang :

dim(ker(¢, — 1d)) = dim(R®) — dim(Im(p, —1d)) =3-2=1

De méme :
0 O 0
My—L=1-a)|1 -1 0 |=0-a)Ly—13)
0o 1 -1

Cette matrice est de méme rang que L, — I3 et donc:

dim(ker(f, —Id)) = dim(R®) — dim(Im(f, —1d)) =3-2=1

Ainsi :

dim(ker(fa —1Id )) = dim(ker((pa —1Id ))
D'ou:

ker(f, —1d) = ker(p, —1d)
YeIm(f,—I1d)=>3IXER3: Y= M, X—X
> VneN: M"Y =M"""X-M"X
= L,Y=L,X—L,X =0 (parpassqge ala limite)
=Y € ker(gpy)

Donc:

Im(fy, —1d) c ker(¢q)

Or L, estderang 1donc:

dim(ker(p,)) = 2

Et donc:

dim(lm(fa —1d )) = dim(ker((pa))

D’ou :

Im(fy —1d) = ker(¢q)







