Exercice 5

1) On considére les séries entiéres :
E ", E nz" b | E n(n —1)z"2
nz0 nzl nz2

1.a) Déterminer leur rayon de convergence commun R.
1.b) Calculer leurs sommes sur Uintervalle | — R, R[, ¢’est-a-dire les sommes
suivantes :

+00 +o0 +oo
E ", E nz" ! | E n(n —1)z"?
n=I() n=1 n=2

Dans les questions qui suivent, on considére un jeu de pile ou face.

La probabilité d’obtenir pile est p €]0, 1].

On note X le nombre de lancers nécessaires pour obtenir le premier pile, et
Y le nombre de lancers nécessaires pour obtenir le deuriéme pile.

Par exemple, si les premiers lancers donnent FFPFP..., X =3 et Y = 5,
et si les premiers lancers donnent PFP..., X =1 etY = 3.

2.a) Quelles sont les valeurs possibles pour X ¢
Donner la loi de X.

2.b) La variable aléatoire X admet-elle une espérance ?
Si oui, la calculer.

3.a) Quelles sont les valeurs possibles pour Y ¢ Donner la loi de Y.
Indication : on pourra commencer par chercher P(Y = n) pourn € {2,3,4},
avant de passer au cas général.

3.b) La variable aléatoire Y admet-elle une espérance ¢ Si oui, la calculer.

4) Les variables aléatoires X etY sont-elles indépendantes ?

Corrigé :
1a) Laregle de D’alembert appliqué a ces séries montre qu’elles sont de rayon de convergence 1

1b) sur]—1,1[:

Par dérivation :



Zn (n—1)x" 1= _Z
(1-x)3

n=2
2a) X(Q) = [1,4+oo[
Loide X :
Définissons les événements indépendants dans leur ensemble, pour n € [1, +oo[:
P, = "un pile est obtenu au lancer de rang n"
Alors, pourn € [1, 4oo[:
PX=n)=PP,Nn..0nP,_ NP)=0-p)"1p
2b) Espérance de X :

D 1

E(X)=ZnP(X=n)=2n(1—p)"_1p:m:;

n=1 n=1
3a) Y(Q) =[2,+oo]
LoideY:
Définissons les événements, pour i € [2,4+0o[,n € [2,4+0o0[,i <n

Q;n = "un pile est obtenu au lancer de rang i et des faces sont obtenues

atous les autres lancers jusqu'aurangn — 1"
Alors :
P(Qin) =1 —p)"?p

Pourn € [[2,4oo]:

n—1 n—1
POV =m) = ) P(Qin 0 B) = ) P(Qin) P(R)
i=1 i=1

=m-1) 1A -p)"?p?
3b) Espérance de Y :
2 p? 2

E(Y)=nZZZnP(Y=n)=nzzzn(n—1)(l—p)"_zpz=m=E

4)soitn < m
PX=nnY=m)=P(QumNPn)=P(Qum) P(B) =1 —p)™ % p?
PX=n)xPY=m)=1-p" pm—-DA-p)"?p?=(m-11—-p)™*"3p3

Les deux quantités précédentes n’étant pas égales pour tout n < m, les deux variables ne sont pas
indépendantes.






