Exercice 4
Soit E=C([0,1],R). On pose, pour f et g appartenant  E, < f,g >= J’{: F@)gt)dr .

a) Montrer que <, > est un produit scalaire.
b) Soit n un entier strictement positif. Vérifier que la fonction g, définie sur [U, ]] par:
{W >0,g,()=1"Int
£.(0)=0
¢) Soit F= {.! P at+b,(a,b)eR* re [0, 1]} . Déterminer une base orthonormale de F pour le

. 1
est continue. Calculer .[u t"Intdr.

produit scalaire défini plus haut.
d) Déterminer le projeté orthogonal de g, sur F.

¢) Endéduire inf Ll(au-+b—rlnr)2 dt .

(o, b)eR

Corrigé :

a) La forme est

bilinéaire : g =< f, g > estlinéaire pour tout g, f —»< f,g > estlinéaire pour tout f
symétrique: < f,g >=<g,f >

définie: < f,f>=0f=0

positive: < f,f >=0

b) g est continue (et méme de classe C®) sur 0, +oo[ par produit. EnOona:
limt™ Ln(t) = lim ltn Ln(t™) = lim l x Ln(x) =0 = g,(0)
t->0* t-0tn x-0tn n

Donc g, est continue en 0. Elle est donc bien intégrable au sens de Riemann sur [0,1]. De plus, en
faisant une intégration par partie :

t" =u'(t), Ln(t) = v(t)

tn+1 1
AL A0
ona:
1 n+1 1 1 4n tn+l 1 1
=g me] - [y e=-lat] =

c) F est un sous espace vectoriel de dimension2 debase (f; : t = 1, f, : t — t). Utilisons le
procédé d’orthonormalisation de Schmidt afin de créer une base orthonormale a partir de cette
base.



1
<f1,f1>=f 1dt=1
0
Le premier vecteur de base est alors :
1

\/< fl)fl >

Pour le second, on commence par définir un vecteur orthogonal a h; comme suit :

h, = fi=h

h'y=fo=<fahy > hy

Or:
1 1
<f2,h1>=f tdt=—
0 2
Donc:
h'y:t—>t 1
to>t——
2 2
On norme ensuite ce vecteur en définissant :
1 !
hy, = T h',
V<A R >
Or:
1
1)\3
<h',,h >—f1(t 1)2dt— (t_i) 1
AR A 2 | 3 12
0
Ainsi :

1
hz:t—>2\/§<t—§>

d) Le projeté orthogonal de g, sur F est :

< gl,hIZ >

—h’
<h,h,> 2

Pe(g1) =< g1,hy > hy+< gy, hy > hy =< g1, hy > hy +

Or:

1
1
0 4

1

1 1 1t
<g1,h'; >=f t Ln(t) (t——)dt=f t2 Ln(t)dt——f t Ln(t)dt
0 2 0 2 0
B 1+1_ 1
98 72

D’ou :



1 12, 1, 1 1
Pr(g1) (8) = __+_(t__>:gt_§

e) ona:

1

. 2 .

inf o p)er? <f (a t+b—t Ln(t)) dt) = infrerllf — 91117 = 1P (g1) — 91112
0

1 1 1 2
=f0 <gt—§—th(t)> dt

27,2 1 2 1
t* Ln*(Ddt — t Ln(t)dt -5

0

! 1

2 1
t2 dt+ dt+f tdt+3 f t Ln(t)dt

~ 36 0

——+ +—Ln2(t) —— tZLn(t)dt_Fi_i_l
108 9 27 18 6

13 2 1 2 1

=10872772779 108



