
 

 

Corrigé : 

a) On a d’une part par croissance stricte de la fonction exponentielle : 

∀ 𝑥 ∈ ]0, +∞[ ∶ 𝑒𝑥 > 1, 𝑒−𝑥 < 1, 0 < 1 − 𝑒−𝑥 

Posons d’autre part pour 𝑥 ∈ [0, +∞[ ∶ 𝑔(𝑥) =  1 − 𝑒−𝑥 − 𝑥 

Alors pour 𝑥 ∈ [0, +∞[ ∶ 𝑔′(𝑥) = 𝑒−𝑥 − 1 ≤ 0 

𝑔′ ne s’annulant qu’en 0, 𝑔 est strictement décroissante sur [0, +∞[. Ainsi pour 𝑥 ∈ ]0, +∞[ ∶ 

𝑔(𝑥) < 𝑔(0) 

Soit : 

1 − 𝑒−𝑥 − 𝑥 < 0 

b) Introduisons pour 𝑛 ∈ ℕ la proposition : 𝑃𝑛 ∶ "0 < 𝑎𝑛+1 < 𝑎𝑛" 

et montrons par récurrence que 𝑃𝑛 est vraie pour tout 𝑛 ∈ ℕ après avoir posé : 

ℎ(𝑥) =  1 − 𝑒−𝑥 ,fonction strictement croissante sur [0, +∞[ 

 

Initialisation : pour 𝑛 = 0 

𝑎1 = 1 − 𝑒−𝑎0 < 𝑎0 

Donc 𝑃0 est vraie 

Hérédité : Supposons 𝑃𝑛  vraie pour 𝑛 ∈ ℕ et montrons que 𝑃𝑛+1  est vraie. 



On a : 

0 < 𝑎𝑛+1 < 𝑎𝑛 

Donc : 

ℎ(0) < ℎ(𝑎𝑛+1) < ℎ(𝑎𝑛) 

D’où : 

0 < 𝑎𝑛+2 < 𝑎𝑛+1 

Ainsi 𝑃𝑛+1  est vraie. 

 

c) La série de terme général (−1)𝑛 𝑎𝑛 est alternée, son terme général tendant en valeur absolue vers 

0 en décroissant. Elle est donc convergente. 

d) Le développement limité de 𝑒𝑡 en 0 à l’ordre 2 s’écrit : 

𝑒𝑡 = 1 + 𝑡 +
1

2
 𝑡2 + 𝑜(𝑡2) 

En faisant 𝑡 = −𝑥 cela donne par composition : 

𝑒−𝑥 = 1 − 𝑥 +
1

2
 𝑥2 + 𝑜(𝑥2) 

D’où un équivalent en 0 : 

𝑥 − (1 − 𝑒−𝑥)~
1

2
 𝑥2 

Ainsi 

𝑎𝑛 − (1 − 𝑒−𝑎𝑛)~
1

2
 𝑎𝑛

2 

Soit 

𝑎𝑛 − 𝑎𝑛+1~
1

2
 𝑎𝑛

2 

La série de terme général 𝑎𝑛
2 est donc de même nature que la série de terme général 2(𝑎𝑛 − 𝑎𝑛+1) 

qui est télescopique donc convergente. 

e) Notons d’abord qu’en 0 :  

1 − 𝑒−𝑥~𝑥 

Donc : 

𝑎𝑛+1~𝑎𝑛 

Ainsi : 

1

𝑎𝑛+1
−

1

𝑎𝑛
=

𝑎𝑛 − 𝑎𝑛+1

𝑎𝑛 𝑎𝑛+1
~

1
2 𝑎𝑛

2

𝑎𝑛
2

=
1

2
 



 

En utilisant le théorème de Césaro, on en déduit : 

lim
𝑛→∞

∑ (
1

𝑎𝑘+1
−

1
𝑎𝑘

)𝑛
𝑘=0

𝑛 + 1
=

1

2
 

Or : 

∑ (
1

𝑎𝑘+1
−

1

𝑎𝑘
)

𝑛

𝑘=0

=
1

𝑎𝑛+1
−

1

𝑎0
~

1

𝑎𝑛+1
 

Donc : 

1

(𝑛 + 1) 𝑎𝑛+1
~ 

1

2
 

D’où : 

𝑛 𝑎𝑛~2 

 𝑎𝑛~
2

𝑛
 

 


