
 

 

 

Corrigé 

1) Montrons que la forme est bilinéaire, symétrique définie positive : 

- Bilinéaire : 

Soit (𝑓, 𝑔, ℎ, 𝛼) ∈ (𝐸) alors : 

(𝑓|𝑔 + 𝛼 ℎ) = ∫ 𝑓(𝑡) (𝑔 + 𝛼 ℎ)(𝑡) 𝑑𝑡
1

−1

 

∫ 𝑓(𝑡) 𝑔(𝑡) 𝑑𝑡
1

−1

+ 𝛼 ∫ 𝑓(𝑡) ℎ(𝑡) 𝑑𝑡
1

−1

= (𝑓|𝑔) + 𝛼 (𝑓|ℎ) 

(𝑔 + 𝛼 ℎ|𝑓) = (𝑓|𝑔 + 𝛼 ℎ) = (𝑓|𝑔) + 𝛼 (𝑓|ℎ) = (𝑔|𝑓) + 𝛼 (ℎ|𝑓) 

- Symétrique 

(𝑓|𝑔) = (𝑔|𝑓) 

- Définie : 



(𝑓|𝑓) = 0 ⇔ ∫ (𝑓(𝑡))
2

 𝑑𝑡
1

−1

= 0 ⇔ ∀ 𝑡 ∈  [−1,1] ∶  (𝑓(𝑡))
2

= 0 ⇔ ∀ 𝑡 ∈  [−1,1] ∶  𝑓(𝑡) = 0 

car 𝑓2 étant positive ou nulle et continue sur [−1,1] 

- Positive : 

(𝑓|𝑓) = ∫ (𝑓(𝑡))
2

 𝑑𝑡
1

−1

 ≥ 0 

2a)  Notons que : 

(𝑓0|𝑓1) = ∫ 𝑡 𝑑𝑡
1

−1

= 0 

𝑓0 et 𝑓1 sont donc orthogonales pour ce produit scalaire. Il suffit donc de les normer pour obtenir une 

base orthonormale. 

Or : 

(𝑓0|𝑓0) = ∫ 1 𝑑𝑡
1

−1

= 2 

(𝑓1|𝑓1) = ∫ 𝑡2 𝑑𝑡
1

−1

=
2

3
 

Ainsi : 

‖𝑓0‖ = √(𝑓0|𝑓0) = √2 

‖𝑓1‖ = √(𝑓1|𝑓1) = √
2

3
 

On définit alors : 

𝑔0 =
1

‖𝑓0‖
𝑓0 ∶ 𝑡 →  

1

√2
 

𝑔1 =
1

‖𝑓1‖
𝑓1 ∶ 𝑡 →  √

3

2
 𝑡 

2b)  

𝑃𝐹(𝑓) = (𝑓|𝑔0) 𝑔0 + (𝑓|𝑔1) 𝑔1  

3)  

(𝑔|𝑔0) =
1

√2
 ∫ 𝑠𝑖𝑛(𝜋 𝑡) 𝑑𝑡

1

−1

= 0  (𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑖𝑟𝑒 à 𝑖𝑛𝑡é𝑔𝑟𝑒𝑟) 

(𝑔|𝑔1) = √
3

2
 ∫ 𝑡 𝑠𝑖𝑛(𝜋 𝑡) 𝑑𝑡

1

−1

 



= √
3

2
 ([−

𝑡

𝜋
 𝑐𝑜𝑠(𝜋 𝑡)]

−1

1

+
1

𝜋
 ∫ 𝑐𝑜𝑠(𝜋 𝑡) 𝑑𝑡

1

−1

)   

= √
3

2
 (

2

𝜋
+ 0) =

√6

𝜋
 

On en déduit : 

𝑃𝐹(𝑔) =
√6

𝜋
 √

3

2
 𝑡 =

3

𝜋
 𝑡 

4)  

𝑚 = 𝑖𝑛𝑓(𝑎,𝑏)∈ℝ2(‖𝑔 − (𝑎 𝑓0 + 𝑏 𝑓1 )‖2) 

𝑚 est donc le carré de la distance de 𝑔 à 𝐹. Elle est atteint en un point unique qui est le projeté 

orhogonal de 𝑔 sur 𝐹 et- elle vaut : 

‖𝑔 − 𝑃𝐹(𝑔)‖2 = ∫ (𝑠𝑖𝑛(𝜋 𝑡) −
3

𝜋
 𝑡)

2

 𝑑𝑡
1

−1

 

= ∫ (𝑠𝑖𝑛(𝜋 𝑡))
2

 𝑑𝑡
1

−1

−
6

𝜋
∫ 𝑡 𝑠𝑖𝑛(𝜋 𝑡) 𝑑𝑡

1

−1

+
9

𝜋2
 ∫ 𝑡2 𝑑𝑡

1

−1

 

= ∫
1 − 𝑐𝑜𝑠(2 𝜋 𝑡)

2
 𝑑𝑡

1

−1

−
6

𝜋
 
2

𝜋
+

9

𝜋2
 
2

3
  

= 1 −
6

𝜋2
  

 


