Exercice 4
Soit a et b deuz constantes réelles.
On consideére ’équation différentielle :

22y +azy + by =0 (E)

1) Préciser la structure de l’ensemble des solutions de (E) sur l'intervalle
I =]0, +o0[ et sur lintervalle J =] — 00, 0[.

2) Montrer que siy est solution de (E) sur I, alors, la fonction g définie sur

R par :

Vt € R, g(t) = y (exp(t))

est solution sur R de I’équation différentielle linéaire a coefficients constants :

2+ (-1 +bz=0 (E,)

Indication : on pourra calculer ¢'(t) et g”(t).

3) Réciproqguement, soit t — g(t) une solution de E, sur R.
Montrer que la fonction f définie par :

Vz > 0, f(z) = g(In(z))

est une solution sur I =)0, +oo[ de (E).

4) Donner les solutions a valeurs réelles de 'équation (E,) dans le cas ou
a=3etb=1ctdansle casota=1 et b=4.

En déduire, dans chacun de ces cas, les solutions a valeurs réelles de l'équation
(E) sur 1.

5) Montrer que siy est solution de (E) sur J, alors, la fonction g définie sur
R par :

Vt € R, g(t) = y(—exp(t))
est solution sur R de (E,).
6) On suppose dans cette question que a =1 et b= —4.
6a) Donner les solutions de (E) sur I et J.

6b) En déduire l'ensemble des solutions de classe C? de (E) sur R.



Corrigé :

1) Sur I et ] 'ensemble des solutions est un sous espace vectoriel de dimension 2 de I'espace
vectoriel formé par I'ensemble des fonctions de R dans R

2) g est dérivablesur RetVvVt € R:
g'@®) =e‘y'(e")
g @) =e'y'(e)+e*y"(e) =g'(t) +e* y"(e)

Or:
2ty +aety'(e)+by(et)=0
Donc:
9" —-g' O+ ag®O+bg)=0
D’ol:
9"+ (@-DgO+bglt)y=0
3)Vx€el:
fx) = g(Ln(x))
1
f6) =< g'(In()
") = ——2 g'(Ln(x)) t 2 g"(Ln(X)) =—= f () t 2 g"(Ln(X))
Or:
g”(Ln(x)) +(a—1) g’(Ln(x)) +b g(Ln(x)) =0
Donc:
1
s g”(Ln(x)) + (a — 1) > g (Ln(x)) + b — g(Ln(x)) =0
Soit :
f"(X)+ ff)+@—-1) —f(x)+b f(x)—O
Dol :

X2 ") +axf'(x)+b f(x)=0
1% cas:a=3,b=1

zZ'"+2z2'+z=0 (E))
L’équation caractéristique associée est :

r’4+2r+1=0

-t

de solution unique r = —1 donc une base de solution est formée par lafamille (t e~¢,e~t). L’ensemble

des solutions de (E_.) est alors formé par les fonctions de la forme :



gy =(ct+d)et, te R(cd) €R?

M cas:a=1,b=4

zZ'"+4z=0 (E,)
L’équation caractéristique associée est :
r’2+4=0

de solution unique r = —2 i et r = 2 i donc une base de solution a valeurs dans C est formée par la
—2it
’

famille (e e21%) qui peut &tre remplacée par la famille (cos(2t),sin(2t)) L'ensemble des
solutions de (E.) est alors formé par les fonctions de la forme :
gt) =ccos(2t) +dsin(2t), t€ R, (c,d) € R?
5) g est dérivablesurRetVt € R:
g'(t) =—e'y'(—e)
g”(t) — _et yr(e—t) + eZt yrr(_et) — g'(t) + eZt y//(et)

or:
e?y"(—e") +a(-e) y'(—e) +by(—e") =0

Donc :

9" -9+ ag@®+bgt)=0
D’ou :

9"+ @-Dg O+ bglt)=0
6)a=1,b=—4
6a)

x2y"+xy' —4y=0 (E)
z"—4z=0 (E)
Solutions de (E,) :
gt)=ce?t+de?t, t € R,(c,d) € R?

Solutions de (E) sur [ :
f(x) = ce?n®) 4 g g=21n(®) = ¢ 2 +% (c,d) € R?
Solutions de (E) surJ :
f(x) = ce?n(=%) 4 d g=21n(=%) = ¢ x2 +% (c,d) € R?

6b) Soit f une solution de classe C2 sur R. Alors :



dy d;
(c1,dy,cpdy) ERY : VX ET: f(x) =4 x2+ﬁ, VXx€EJ:f(x)=c, x2+ﬁ

f admettant une limite a droite et une limite a gaucheen 0,on a:

f'" admettant une limite a droite et une limite a gauche égalesen 0,on a:
€1 =Cy
Dol :
Vx€ER: f(x)=cy x2
Réciproguement, on vérifie qu’une telle fonction est bien solution sur R :

X2 ) +xf'(xX)—4 fx)=2c,x2+xQ2cyx)—4c; x>=0



