
 

 

 

 

 



Corrigé : 

1) Sur 𝐼 et 𝐽 l’ensemble des solutions est un sous espace vectoriel de dimension 2 de l’espace 

vectoriel formé par l’ensemble des fonctions de ℝ dans ℝ 

2) 𝑔 est dérivable sur ℝ et ∀ 𝑡 ∈ ℝ : 

𝑔′(𝑡) = 𝑒𝑡 𝑦′(𝑒𝑡) 

𝑔′′(𝑡) = 𝑒𝑡 𝑦′(𝑒𝑡) + 𝑒2𝑡 𝑦′′(𝑒𝑡) = 𝑔′(𝑡) + 𝑒2𝑡 𝑦′′(𝑒𝑡) 

Or : 

𝑒2𝑡 𝑦′′(𝑒𝑡) + 𝑎  𝑒𝑡 𝑦′(𝑒𝑡) + 𝑏 𝑦(𝑒𝑡) = 0 

Donc : 

𝑔′′(𝑡) − 𝑔′(𝑡) +  𝑎 𝑔′(𝑡) +  𝑏 𝑔(𝑡) = 0 

D’où : 

𝑔′′(𝑡) +  (𝑎 − 1) 𝑔′(𝑡) +  𝑏 𝑔(𝑡) = 0 

3) ∀ 𝑥 ∈ 𝐼 ∶  

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝐿𝑛(𝑥)) 

𝑓′(𝑥) =
1

𝑥
 𝑔′(𝐿𝑛(𝑥)) 

𝑓′′(𝑥) = −
1

𝑥2
 𝑔′(𝐿𝑛(𝑥)) +

1

𝑥2
 𝑔′′(𝐿𝑛(𝑥)) = −

1

𝑥
 𝑓′(𝑥) +

1

𝑥2
 𝑔′′(𝐿𝑛(𝑥)) 

Or : 

𝑔′′(𝐿𝑛(𝑥)) + (𝑎 − 1) 𝑔′(𝐿𝑛(𝑥)) + 𝑏  𝑔(𝐿𝑛(𝑥)) = 0 

Donc : 

1

𝑥2
 𝑔′′(𝐿𝑛(𝑥)) + (𝑎 − 1) 

1

𝑥2
 𝑔′(𝐿𝑛(𝑥)) + 𝑏 

1

𝑥2
  𝑔(𝐿𝑛(𝑥)) = 0 

Soit : 

𝑓′′(𝑥) +
1

𝑥
 𝑓′(𝑥) + (𝑎 − 1) 

1

𝑥
 𝑓′(𝑥) + 𝑏 

1

𝑥2
 𝑓(𝑥) = 0  

D’où : 

𝑥2 𝑓′′(𝑥) + 𝑎 𝑥 𝑓′(𝑥) + 𝑏  𝑓(𝑥) = 0  

4)1er cas : 𝑎 = 3, 𝑏 = 1 

𝑧′′ + 2 𝑧′ + 𝑧 = 0      (𝐸𝑐) 

L’équation caractéristique associée est : 

𝑟2 + 2 𝑟 + 1 = 0    

de solution unique 𝑟 = −1 donc une base de solution est formée par la famille (𝑡 𝑒−𝑡, 𝑒−𝑡). L’ensemble 

des solutions de   (𝐸𝑐) est alors formé par les fonctions de la forme : 



𝑔(𝑡) = (𝑐 𝑡 + 𝑑 )𝑒−𝑡, 𝑡 ∈  ℝ, (𝑐, 𝑑) ∈ ℝ2 

 

2ème cas : 𝑎 = 1, 𝑏 = 4 

𝑧′′ + 4 𝑧 = 0      (𝐸𝑐) 

L’équation caractéristique associée est : 

𝑟2 + 4 = 0    

de solution unique 𝑟 = −2 𝑖 et 𝑟 = 2 𝑖 donc une base de solution à valeurs dans ℂ est formée par la 

famille (𝑒−2 𝑖 𝑡, 𝑒−2 𝑖 𝑡) qui peut être remplacée par la famille (𝑐𝑜𝑠(2 𝑡), 𝑠𝑖𝑛(2 𝑡)) L’ensemble des 

solutions de   (𝐸𝑐) est alors formé par les fonctions de la forme : 

𝑔(𝑡) = 𝑐 𝑐𝑜𝑠(2 𝑡) + 𝑑 𝑠𝑖𝑛(2 𝑡) , 𝑡 ∈  ℝ, (𝑐, 𝑑) ∈ ℝ2 

5) 𝑔 est dérivable sur ℝ et ∀ 𝑡 ∈ ℝ : 

𝑔′(𝑡) = −𝑒𝑡 𝑦′(−𝑒𝑡) 

𝑔′′(𝑡) = −𝑒𝑡 𝑦′(𝑒−𝑡) + 𝑒2𝑡 𝑦′′(−𝑒𝑡) = 𝑔′(𝑡) + 𝑒2𝑡 𝑦′′(𝑒𝑡) 

Or : 

𝑒2𝑡 𝑦′′(−𝑒𝑡) + 𝑎(−𝑒𝑡) 𝑦′(−𝑒𝑡) + 𝑏 𝑦(−𝑒𝑡) = 0 

Donc : 

𝑔′′(𝑡) − 𝑔′(𝑡) +  𝑎 𝑔′(𝑡) +  𝑏 𝑔(𝑡) = 0 

D’où : 

𝑔′′(𝑡) +  (𝑎 − 1) 𝑔′(𝑡) +  𝑏 𝑔(𝑡) = 0 

 

6) 𝑎 = 1, 𝑏 = −4 

6a)   

𝑥2 𝑦′′ +  𝑥 𝑦′ − 4  𝑦 = 0     (𝐸) 

𝑧′′ − 4 𝑧 = 0      (𝐸𝑐) 

Solutions de (𝐸𝑐) : 

𝑔(𝑡) = 𝑐 𝑒2 𝑡 + 𝑑 𝑒−2 𝑡 , 𝑡 ∈  ℝ, (𝑐, 𝑑) ∈ ℝ2 

Solutions de (𝐸) sur 𝐼 : 

𝑓(𝑥) = 𝑐 𝑒2 𝐿𝑛(𝑥) + 𝑑 𝑒−2 𝐿𝑛(𝑥) = 𝑐 𝑥2 +
𝑑

𝑥2
   (𝑐, 𝑑) ∈ ℝ2 

Solutions de (𝐸) sur 𝐽 : 

𝑓(𝑥) = 𝑐 𝑒2 𝐿𝑛(−𝑥) + 𝑑 𝑒−2 𝐿𝑛(−𝑥) = 𝑐 𝑥2 +
𝑑

𝑥2
   (𝑐, 𝑑) ∈ ℝ2 

6b) Soit 𝑓 une solution de classe 𝐶2 sur ℝ. Alors : 



(𝑐1, 𝑑1, 𝑐2, 𝑑2) ∈ ℝ4 ∶  ∀ 𝑥 ∈ 𝐼 ∶ 𝑓(𝑥) = 𝑐1 𝑥2 +
𝑑1

𝑥2
, ∀ 𝑥 ∈ 𝐽 ∶ 𝑓(𝑥) = 𝑐2 𝑥2 +

𝑑2

𝑥2
 

 𝑓 admettant une limite à droite et une limite à gauche en 0, on a : 

𝑑1 = 𝑑2 = 0 

𝑓′′ admettant une limite à droite et une limite à gauche égales en 0, on a : 

𝑐1 = 𝑐2 

D’où : 

∀ 𝑥 ∈ ℝ ∶ 𝑓(𝑥) = 𝑐1 𝑥2  

Réciproquement, on vérifie qu’une telle fonction est bien solution sur ℝ : 

𝑥2 𝑓′′(𝑥) + 𝑥 𝑓′(𝑥) − 4  𝑓(𝑥) = 2 𝑐1 𝑥2 + 𝑥 (2 𝑐1 𝑥) − 4 𝑐1 𝑥2 = 0 

 


