Exercice 2
On considére la suite (an)nen définie par :

z
Vn €N, a, = / (sint)™ dt
0
la) Montrer que la suite (an)nen est décroissante.

1b) Montrer que la suite (an)nen est convergente et trouver sa limite.

2) On définit la suite (bp)nen par :

x
2

Vn e N, b, = / (sint)" cost dt
0

2a) Calculer (by)nen en fonction de n, et préciser le signe de a,, — by,.
2b) Déterminer la nature de la série de terme général a,.
3) On définit la série entiére de terme général u, définie par :

Vn € N,Vz € R, u,(z) = a,z"

et on note U sa fonction somme, définie sur l'intervalle D :

+00
Ve e D,U(z) =) ana"

n=0
3a) Déterminer la valeur du rayon de convergence, noté R, de la série entiére
précédente.

3b) Montrer que l’ensemble de définition D de la fonction U est : D = [~ R, RY.
4a) Déterminer une expression de la fonction somme U sur l'intervalle ] — R, R.

4b) Justifier la continuité de la fonction U sur Uintervalle de définition D, et
préciser la valeur de U(—R).

Exercice 2 :

1a)
n
Apir — p = J’Z(sin"“(t) —sin™(t) ) dt
0

Posons :

f(©) = sin™1(t) — sin™(t) = sin™(¢t) (sin(t) — 1)



. o , . . . s
f est une fonction continue, négative ou nulle et non identiquement nulle sur [O'E] donc:

fi(sin"“(t) —sin™(t))dt <0
0

La suite (a,,) est donc strictement décroissante.
1b) Pour les raisons analogues au 1a)ona:a, > 0.

La suite (a,,) est donc minorée par 0, on en déduit qu’elle est convergente vers une limite L > 0.

Calcul de la limite :

Soit b € ]0,%[ ona:

T

2
sin™(b) dt + f 1dt
b

b > b
a, = j sin™(t) dt + f sin™(t) dt < f
0 b

0

Donc:
T
a, < b sin™(b) + (E — b)
Ora b fixé :
lim b sin™(b) =0
n—-oo

Et par passage a la limite :

T
L< (E ~b)
En faisant alors tendre b vers % on obtient :
L<O0
Dol :
L=0
2a)
T
b= sin™ (@) ]2 1
"l n+1 o T n+1
T
2
a, — b, = _[ sin™(t) (1 — cos(t)) dt =0
0
2b)




- . 1 1 . - (.
Or, la série de terme général i tend vers 400 donc par comparaison la série de terme général

a, tend vers +oo
3a) Notons R le rayon de convergence de ), a,
La série de terme général a,, 1™ diverge doncR < 1

Soit alors r € [0,1[ alors :

Y [

2 n 2 T
0<a,r*= f (r sin(t)) dt < f rtdt = > rh
0 0

;. ;s s ;. e
La série de terme général 2 r™ converge donc la série de terme général a,, ™ convergeetR > 1
dou:R=1

3b) La suite (a,) tend vers 0 en décroissant. La série de terme général a,, (—1)™ est donc une série
alternée. Elle est donc convergente. Donc :

D=[-11]

4a) Soit x € ]—1,1[ Considérons la suite de fonctions sur [Og] définie par :

N

fu() = Z (x sin(®)"

n=0
. . TL' .
Cette suite converge simplement sur [O'E] vers la fonction :

+ oo

f© =) (xsin(®)"

n=0

Montrons que cette convergence est uniforme.

Ona:
|(x Sin(t))n| < |x|*
Donc:
FO-H©I=| ) (sin®)"|< ) besin@'s Y |
n=N+1 n=N+1 n=N+1

Or |x| < 1 donc la série de terme général |x|™ converge donc son reste de rang N tend vers 0.
Donc:

+ oo

Lim |x|" =0
N-+oo
n=N+1

La suite de fonctions (fN(t)) est donc uniformément convergente sur [0,%] est ainsi :

7 7
Lim jo ful®) dt = fo £t dt



Donc:

T N T +00
, 2 , n _ |2 . n
NL—,;TOOJ;) Z(x sm(t)) dt —fo Z(x sm(t)) dt
n=0 n=0

Or:

N-+oo

TN N © +oo T
Lim J: 7;)(x sin(t))n dt = NL_l;Zan;foz(x sin(t))n dt = ;Lz(x sin(t))n dt = U(x)

D’ou :

T 400 T
U —fig( '(t))"dt—f7 ! dt
(x) = ; nzoxsm = | oo
Faisons le changement de variable :
t 1 t 1
_ e —_ 2(_ — 2
u—tan(2>,du 2<1+tan (2>> dt 2(1+u)dt

Avec le changement de bornes :

t=0->u=0
t i 1
= — > =
5 u
U = ' ! 2 d
(x)_f 2xu 1+uz
01 ——"—
1+u

1 1 1 1
fOuZ—qu+1 “ J;)(u—x)2+1—x2 ¢

Faisons le changement de variable :
u—x=y,du=dy
Avec le changement de bornes :
u=0->y=—-x
u=1l-y=1-x

1-x 1

U(x)=2j_x y2+( 1_x2)2 dy

2 1—x X
= Arctan( )+ Arctan( )
1—x2< V1 —x2 V1 —x2

Or:

Sur ]0, +oo] :



1 T
Arctan(t) + Arctan (;) =—

2
Sur ]—o0,0] :
1 T
Arctan(t) + Arctan (;) =-3
Donc:
UG = o | Z = arctan 25 S pree Vi-2
x) = —= |2 retan | ——— > rctan "
U(x) = — Arct L) | are 1-x*
(x)—m rctan 1% rctan .

Et a droiteen (—1) :

U -2 \/1—x2+\/1—x2 )
e\ 2 1
Donc:
li U =1
x459}ﬁ‘ (x)

4b) Etablissons la continuité a droite de U en (—1) :

Pour x € [—1,0] la série de terme général a,, x™ est alternée. Son reste de rang n peut alors étre

majoré en valeur absolue de la sorte :
+00
n n+l| — n+1
A X" < |apsq X =y | X" S apyy
k=n+1

Ou:
lim a,y1 =0

n—-+co

La série de fonction de terme général a,, x™ qui est une fonction continue sur [—1,0] converge donc
uniformément sur [—1,0] et sa limite uniforme U(x) est donc continue sur [—1,0]. Ainsi :

Uu(-1) = x_)l(izrb+ Ux)=1

1




