Exercice 1
On considére les matrices :

3 -5 2 1 1 1
A= 2 =4 2 leeP=(1 0 1
=1 1 @ 1 =10

1) Calculer les matrices A® et A3.
Vérifier que A® = 2A — A2,

2) Soit A\ € R une valeur propre de A et X un vecteur propre associé a \.
Montrer que A3 = 2\ — )\2.

3) Trouver les solutions de l'équation :
422 -2c=0
Que peut-on en déduire pour les valeurs propres de A ?

4) Déterminer ker(A), ker(A — I3) et ker(A + 213).

En déduire que chacune des racines de l’équation de la question 3 est une
valeur propre de A et donner pour chaque valeur propre le sous-espace propre
associé.



5) On définit la matrice :
0

D=1120

0

Montrer sans calcul que P'AP = D.

6) Soit k un réel fizé.
On définit 'ensemble :

Cr = {M € My(R)|AM = kMA}

6a) Montrer que Cy est un sous-espace vectoriel de M;(R).

6b) Seit M € M3(R).
On lui associe la matrice N = P"1MP.
Montrer que AM = kM A si et seulement si DN = kND.

7) Pour k € R, on pose :
Ci = {N € Ms(R)|DN = kND}
On admettra que Cy, est un sous-espace vectoriel de M3(R).

7a) Déterminer la forme des matrices de C}), Cy, C',, et C",.

76) Ezpliquer comment on trouverait une base de C; et une base de C_.
On ne demande pas d’expliciter les matrices obtenues.

Corrigé :
1)

-3 7 —4 9 —-17 8
A2=(4 8 —4), A2=8 -16 8
-1 1 0 -1 1 0

A3 =2A—A?

On constate :

2) Soit A une valeur propre de A alors :

IXeM;;(R)\{0}: AX=2X
Donc:
A2X=AAX=AAX=1AX=2%2X
ABX=213X
Or:
ABX=2AX—-A%X



Donc:
MBX=21X-212X
Soit :
B+22-210)Xx=0
Et comme X # 0 :
AB+A2-21=0
D’ou la relation demandée.

3)
x3+x?2-2x=02 x(x*+x-2)=0

ox(x-1Dx+2)=0
S x=0oux=1loux=-2

L’ensemble des valeurs propres de A est donc inclus dans I'ensemble {—2,0,1}

4)
X
X=<y> EKer(4d) & AX=0
z
3x—=5y+2z=0
@{2x—4y+22=0
—x+y=0
X=y
@{Z:y
Donc:
1
Ker(A) =Vect|| 1
1
x
X=<y> EKerA—-1) e A-DNX=0
z
2x—-5y+2z=0
@{2x—5y+22=0
—-x+y=0
X =-z
Donc:

Ker(A—1) =Vect




X
X=<y> EKer(A+21) & (A+2DX=0
VA

5x—-5y+4+2z=0
4:){2x—2y+22=0

—x+y=0
X=y
@{Z=0

Donc:

Ker(A+21)="Vect

1

1

0
5) P est une matrice dont les colonnes forment une base de vecteurs propres de A. Ainsi, si on note
Py, P,, P; les 3 colonnesde P ,ona:

AP1:0P1, AP2:1P2, AP3:_2P3
Et:
AP=PD
Soit, P étant inversible, car les sous espaces propres sont en somme directe :
P7YAP=D

6a) Soit (M,M',a) € C;, X C;; X R alors:

AM=kMA, AM'=kM'A

Donc:

AM+aAM' =kMA+akMA
Donc:

AM+aM)Y=k(M+aM)A
D'ol:

M+aM € G,
Donc Cy, est un sous espace vectoriel de M3 (R)
6b)
AM=kMA & PAP'PMP'=PkM P 1PAP?
SDN=kND

7a)



0 0 0 0 b —2c

(4, 4 46

—2g —2h -—2i 0 h —2i
r 0=kb k=0 b=0 (b=0 b=0
0=-2kc 0=0 c=0 c=0 c=0
d=20 d=20 d=20 d=20 d=0
&< e=ke ©<e=00ousk=10oud e=0 ouse=0
f=-2kf f=0 f=0 f=0 f=0
-2g=0 g=0 g=0 g=0 g=0
\—2h=kh h=0 ‘h=0 ‘\k=-2 h=0

Ainsi, en notant Ej; la matrice dont tous les termes sont nuls sauf celui a I'intersection de la ieéme
ligne et de la jéme colonne qui vaut 1 :

a b c
CIO = VeCt[Ell, E22, E33, E12, E13] = {(0 0 0) | (ar b; c, l) € R4 ,dim(clo) =4
0 0 i
a 0 O
C'y =Vect|E11,Ez,E33] =310 e 0] |(aei) € R3,dim(C';) =3
0 0 1
a 0 O
C'_, =Vect[Ey,E33,E35] =4[0 0 0] ]| (ahi) € R3,dim(C'_,) =3
0 h i
a 0 O
C,—l = VeCt[Ell, E33] = { 0 0 O | (a, l) € Rz ,dim(C’_l) =2
0 0 i

7b) Notons que la famille (Eij) est libre car c’est la base canonique de M3 (R). Montrons

(1=i<3,1<j<3)

alors que la famille (P E;; P‘l)(1<i<3 1<j<3) st libre.

xijPEijP_1:O$P Z xijEij P_1:O
(1=i<3,1<j<3) (1=i<3,15j<3)

= Z xl-j EU =0
(1=i<3,1<j<3)

>V (l,}) € [[1,3]]2 X = 0
Donc la famille est libre et donc toute sous partie de cette famille est libre. Or :

MeC, ® P"'MP eC’,
@H(a,b,c,i) ER4| P_lMP=aE11+bE12+CE13+iE33

©3(ab,ci) ER*| M=aPE P '+bPE,P 1 +cPE 3P 1 +iPE;; P!

On en déduit :

C'o =Vect[P E;;P~Y,P E;;P" 1, E33,P E;3P™1,P E33 P71]



De méme :
C'y =Vect[P E;;P~Y,P E;,P1, E33, P E;3P 1]
C'_, =Vect[P E{;P™1,E33,P E3, P71]
C'_y =Vect[P E;;P™1,E33,P E;3P71]



