
 

 



 

Corrigé : 

1)    

𝐴2 = (
−3 7 −4
4 8 −4
−1 1 0

) , 𝐴3 = (
9 −17 8
8 −16 8
−1 1 0

) 

On constate : 

𝐴3 = 2 𝐴 − 𝐴2 

2) Soit 𝜆  une valeur propre de 𝐴 alors : 

 

∃ 𝑋 ∈ ℳ31(ℝ) \{0} ∶   𝐴 𝑋 = 𝜆 𝑋  

Donc : 

𝐴2 𝑋 = 𝐴 𝐴 𝑋 = 𝐴 𝜆 𝑋 = 𝜆 𝐴 𝑋 = 𝜆2 𝑋 

𝐴3 𝑋 = 𝜆3 𝑋 

Or : 

𝐴3𝑋 = 2 𝐴 𝑋 − 𝐴2 𝑋 



Donc : 

𝜆3 𝑋 = 2 𝜆 𝑋 − 𝜆2 𝑋 

Soit : 

(𝜆3 + 𝜆2 − 2 𝜆) 𝑋 = 0 

Et comme 𝑋 ≠ 0 : 

𝜆3 + 𝜆2 − 2 𝜆 = 0 

D’où la relation demandée. 

3)   

𝑥3 + 𝑥2 − 2 𝑥 = 0
 
⇔  𝑥 (𝑥2 + 𝑥 − 2) = 0 

 
⇔  𝑥 (𝑥 − 1)(𝑥 + 2) = 0 

 
⇔ 𝑥 = 0 𝑜𝑢 𝑥 = 1 𝑜𝑢 𝑥 = −2 

L’ensemble des valeurs propres de 𝐴 est donc inclus dans l’ensemble {−2,0,1} 

4)   

𝑋 = (
𝑥
𝑦
𝑧
)  ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝐴)  ⇔  𝐴 𝑋 = 0 

⇔ {

3 𝑥 − 5 𝑦 + 2 𝑧 = 0
2 𝑥 − 4 𝑦 + 2 𝑧 = 0

−𝑥 + 𝑦 = 0
 

⇔ {
𝑥 = 𝑦
𝑧 = 𝑦 

Donc : 

𝐾𝑒𝑟(𝐴) = 𝑉𝑒𝑐𝑡 [(
1
1
1
)] 

 

𝑋 = (
𝑥
𝑦
𝑧
)  ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝐴 − 𝐼)  ⇔ (𝐴 − 𝐼) 𝑋 = 0 

⇔ {

2 𝑥 − 5 𝑦 + 2 𝑧 = 0
2 𝑥 − 5 𝑦 + 2 𝑧 = 0

−𝑥 + 𝑦 = 0
 

⇔ {
𝑥 = −𝑧
𝑦 = 0  

Donc : 

𝐾𝑒𝑟(𝐴 − 𝐼) = 𝑉𝑒𝑐𝑡 [(
1
0
−1
)] 



 

𝑋 = (
𝑥
𝑦
𝑧
)  ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝐴 + 2 𝐼)  ⇔ (𝐴 + 2 𝐼) 𝑋 = 0 

⇔ {
5 𝑥 − 5 𝑦 + 2 𝑧 = 0
2 𝑥 − 2 𝑦 + 2 𝑧 = 0

−𝑥 + 𝑦 = 0
 

⇔ {
𝑥 = 𝑦
𝑧 = 0

 

Donc : 

𝐾𝑒𝑟(𝐴 + 2 𝐼) = 𝑉𝑒𝑐𝑡 [(
1
1
0
)] 

5) 𝑃 est une matrice dont les colonnes forment une base de vecteurs propres de 𝐴. Ainsi, si on note 

𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 les 3 colonnes de 𝑃 , on a : 

𝐴 𝑃1 = 0 𝑃1,    𝐴 𝑃2 = 1 𝑃2,   𝐴 𝑃3 = −2 𝑃3 

Et : 

𝐴 𝑃 = 𝑃 𝐷 

Soit, 𝑃 étant inversible, car les sous espaces propres sont en somme directe : 

𝑃−1 𝐴 𝑃 = 𝐷 

6a)  Soit (𝑀,𝑀′, 𝛼)  ∈ 𝐶𝑘 × 𝐶𝑘 × ℝ  alors : 

𝐴 𝑀 = 𝑘 𝑀 𝐴 ,   𝐴𝑀′ = 𝑘 𝑀′𝐴 

Donc : 

𝐴 𝑀 + 𝛼 𝐴𝑀′ = 𝑘 𝑀 𝐴 + 𝛼 𝑘 𝑀′𝐴  

Donc : 

𝐴 (𝑀 + 𝛼 𝑀′) = 𝑘 (𝑀 + 𝛼 𝑀′) 𝐴  

D’où : 

𝑀+ 𝛼 𝑀′  ∈  𝐶𝑘 

Donc 𝐶𝑘 est un sous espace vectoriel de ℳ3(ℝ) 

6b)   

𝐴 𝑀 = 𝑘 𝑀 𝐴 ⇔  𝑃 𝐴 𝑃−1 𝑃 𝑀 𝑃−1 = 𝑃 𝑘 𝑀  𝑃−1 𝑃 𝐴 𝑃−1  

⇔𝐷 𝑁 = 𝑘 𝑁 𝐷 

7a)    

(
0 0 0
0 1 0
0 0 −2

) (

𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑖

) = 𝑘  (

𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑖

) (
0 0 0
0 1 0
0 0 −2

) 



⇔(

0 0 0
𝑑 𝑒 𝑓

−2 𝑔 −2 ℎ −2 𝑖
) = 𝑘 (

0 𝑏 −2 𝑐
0 𝑒 −2 𝑓
0 ℎ −2 𝑖

) 

⇔ 

{
  
 

  
 

0 = 𝑘 𝑏
0 = −2 𝑘 𝑐
𝑑 = 0
𝑒 = 𝑘 𝑒

𝑓 = −2 𝑘 𝑓
−2 𝑔 = 0
−2 ℎ = 𝑘 ℎ

⇔ 

{
  
 

  
 
𝑘 = 0
0 = 0
𝑑 = 0
𝑒 = 0
𝑓 = 0
𝑔 = 0
 ℎ = 0

𝑜𝑢

{
  
 

  
 
𝑏 = 0
𝑐 = 0
𝑑 = 0
𝑘 = 1
𝑓 = 0
𝑔 = 0
ℎ = 0

 𝑜𝑢

{
  
 

  
 
𝑏 = 0
𝑐 = 0
𝑑 = 0
𝑒 = 0
𝑓 = 0
𝑔 = 0
𝑘 = −2

 𝑜𝑢

{
  
 

  
 
𝑏 = 0
𝑐 = 0
𝑑 = 0
𝑒 = 0
𝑓 = 0
𝑔 = 0
ℎ = 0

 

Ainsi, en notant 𝐸𝑖𝑗  la matrice dont tous les termes sont nuls sauf celui à l’intersection de la ième 

ligne et de la jème colonne qui vaut 1 : 

𝐶′0 = 𝑉𝑒𝑐𝑡[𝐸11, 𝐸22, 𝐸33, 𝐸12, 𝐸13] = {(
𝑎 𝑏 𝑐
0 0 0
0 0 𝑖

) | (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑖)  ∈ ℝ4} , 𝑑𝑖𝑚(𝐶′0) = 4 

𝐶′1 = 𝑉𝑒𝑐𝑡[𝐸11, 𝐸22, 𝐸33] = {(
𝑎 0 0
0 𝑒 0
0 0 𝑖

) | (𝑎, 𝑒, 𝑖)  ∈ ℝ3} , 𝑑𝑖𝑚(𝐶′1) = 3 

𝐶′−2 = 𝑉𝑒𝑐𝑡[𝐸11, 𝐸33, 𝐸32] = {(
𝑎 0 0
0 0 0
0 ℎ 𝑖

) | (𝑎, ℎ, 𝑖)  ∈ ℝ3} , 𝑑𝑖𝑚(𝐶′−2) = 3 

𝐶′−1 = 𝑉𝑒𝑐𝑡[𝐸11, 𝐸33] = {(
𝑎 0 0
0 0 0
0 0 𝑖

) | (𝑎, 𝑖)  ∈ ℝ2} , 𝑑𝑖𝑚(𝐶′−1) = 2 

7b) Notons que la famille (𝐸𝑖𝑗)(1≤𝑖≤3,1≤𝑗≤3)
 est libre car c’est la base canonique de ℳ3(ℝ). Montrons 

alors que la famille (𝑃 𝐸𝑖𝑗  𝑃
−1)

(1≤𝑖≤3,1≤𝑗≤3)
 est libre. 

∑ 𝑥𝑖𝑗 𝑃 𝐸𝑖𝑗  𝑃
−1

 

(1≤𝑖≤3,1≤𝑗≤3)

= 0 
 
⇒  𝑃 ( ∑ 𝑥𝑖𝑗  𝐸𝑖𝑗  

 

(1≤𝑖≤3,1≤𝑗≤3)

) 𝑃−1 = 0 

 
⇒ ∑ 𝑥𝑖𝑗 𝐸𝑖𝑗  

 

(1≤𝑖≤3,1≤𝑗≤3)

= 0 

 
⇒ ∀ (𝑖, 𝑗) ∈ ⟦1,3⟧2 ∶  𝑥𝑖𝑗 = 0  

Donc la famille est libre et donc toute sous partie de cette famille est libre. Or : 

𝑀 ∈ 𝐶0  ⇔ 𝑃−1 𝑀 𝑃 ∈ 𝐶′0  

⇔∃ (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑖)  ∈ ℝ4 |   𝑃−1 𝑀 𝑃 = 𝑎 𝐸11 + 𝑏 𝐸12 + 𝑐 𝐸13 + 𝑖 𝐸33 

⇔∃ (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑖)  ∈ ℝ4 |   𝑀 = 𝑎 𝑃 𝐸11𝑃
−1 + 𝑏 𝑃 𝐸12𝑃

−1 + 𝑐 𝑃 𝐸13𝑃
−1 + 𝑖 𝑃 𝐸33 𝑃

−1 

 

On en déduit : 

𝐶′0 = 𝑉𝑒𝑐𝑡[𝑃 𝐸11𝑃
−1, 𝑃 𝐸12𝑃

−1, 𝐸33, 𝑃 𝐸13𝑃
−1, 𝑃 𝐸33 𝑃

−1] 



De même : 

𝐶′1 = 𝑉𝑒𝑐𝑡[𝑃 𝐸11𝑃
−1, 𝑃 𝐸22𝑃

−1, 𝐸33, 𝑃 𝐸13𝑃
−1] 

𝐶′−2 = 𝑉𝑒𝑐𝑡[𝑃 𝐸11𝑃
−1, 𝐸33, 𝑃 𝐸32 𝑃

−1] 

𝐶′−1 = 𝑉𝑒𝑐𝑡[𝑃 𝐸11𝑃
−1, 𝐸33, 𝑃 𝐸13𝑃

−1] 

 


