Exercice 4
On considére la suile (a,) définie par :

4
vneN,a, = f [t(4 —t))" dt
0
1) Calculer ap, ay, az2.
2) Montrer que a, tend vers +oo quand U'entier n tend vers +00.

3) Montrer que - .
vn €N, a, < 4™

On considére alors la série entiére de la variable réelle = définie par son
terme général up, ainsi : -

V¥n € N,Vz € R, un(z) = anz"
4) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére ainsi définie.

5) Déterminer l'ensemble D des réels z tels que la série 3 anz" soit convergente.

6) Déterminer la fonction somme f de cette série entiére, en fonction des
fonctions usuelles.

La fonction somme f est définie par :

Vz €D, f(z) =) aaz”
n=l

2
Corrigé
1) Ona:
4
a():j-ldt:‘l'
0
: : £31" 64 32
alzft(4—t)dt:f(4t—t2)dt= 2t ——| =32 ——=—
3 3 3
0 0 -0
4 4 _
2 2 3 4 16 4 t5]*
a,=|(t(¢-0) dt:f(16t —-8t3+tY)dt = ?t3—2t +
0 0 - 0
_43<16 8+16)—43x8<2 1+2)—43X8—512
B 3 5) 3 5/ 15 15
2) Posons:

fO=t@-1)



f est positive ou nulle sur [0,4] strictement croissante sur [0,2] et strictement décroissante
sur [2,4] et f(1) = f(3) = 3 donc:

vt €[13]: f(t) =3

Donc:
vt e[L3]: f(O" = 3"
Et:
4 3 3
an=f(t(4—t))ndt2f(t(4—t))ndt2f3”dt=3”+1
0 1 1
Or:

lim 3" = 400
n-+oo

Par comparaison :

lim a, =+
n-+oo

3) Sur[0,4]:0<f(t) < f(2) =4doncf(t)" <4™et:

4

4
an=J(t(4—t))ndtsf4”dt=4”+1
0 0

4) Soit0 < h<2.Sur[22+h]:f(t)=f(2+h)et:

2+h 2+h

an=](t(4—t))ndtzj (f(z+h))”dt=f (@+h)(2-h)"dt
0 2 2

Soit :
2+h
a, = J (4 —h>)"dt = h (4 — h®)"
2

Ainsi :

h(4—-h)"<a, <41

Or, d’une part, une série de terme générale ¢ q" x™ avec g > 0 a pour rayon de convergence

1 . . s epe .
Eet d’autre part si deux suites U et V vérifient pour tout entier n : U,, <V, alors les rayons de

convergence respectifs Ry et Ry, des séries associées vérifient : Ry < Ry




On déduit donc de I'encadrement précédent, un encadrement du rayon de convergence R de
la série de terme général a,, :

1 cR< 1
4~ T 4—h?
En faisant tendre h vers 0 on obtient :
R = 1
4

5) Etudions la convergence pour = i .

Premiere méthode : en minorant le terme général

Ona:

n 4 n
(1) B f t(4—-1t) dt
\z) = 4
0
Reprenons pour 0 < h < 2 la minoration obtenue précédemment :

a, > h (4 — h?)"

1\ n2\"
“n(z) 2="(1‘z>
N+1

S <5 (-4 - 4))

On en déduit :

4

Or la série qui est croissante converge soit vers une limite finie L soit vers 4+o0. Supposons
alors par I'absurde qu’elle converge vers L. On aurait, en faisant tendre N vers I'infini pour
une valeur fixée de h:

4

L>
~h

En faisant maintenant tendre h vers 0 on obtient une absurdité.
Donc la série diverge.

Deuxieme méthode : en utilisant les intégrales de Wallis

Mettons le polyn6me du second degré sous forme canonique :

4 4

-—1

t(4—t): ltz_ (t >2
2




Et faisons le changement de variable dans l'intégrale :
t _ dt
5~ 1 = sin(x), == cos(x) dx

Il vient :

(cosz(x))n cos(x) dx

|
N[E~—— |3

a, (l)n = f(l - sinz(x))n 2 cos(x)dx =2
3

7
=2 f(cos(x))znﬂdx

_r
2

D’ol en raison de la parité de cos(x)

n
2

a, G)n = 4f(cos(x))2n+1

Nous reconnaissons une intégrale de Wallis et nous avons :

Oj(cos(x))zn+1dx~%
Donc:
1\* 2+m
tn (Z) “n

. . 24T . - - n" .
Or la série de terme général T diverge donc, la série de terme général a,, (Z) diverge.

. - . 1\"
Voyons maintenant la série de terme général a,, (— Z) . Nous allons montrer que son terme

général tend en valeur absolue vers 0 en décroissant car les termes de cette série sont

- (i)n+1 ~ an !( (t) n+1 (%)13 "

f fOV f(t)
0

alternés.

——1) dt <0




n
La suite a, G) est donc décroissante et positive. De plus, I’équivalent précédent montre que

. Ly L. L 1\
son terme général tend vers 0. On peut en déduire que la série de terme général a, (_Z)

converge.

Ainsi :

D—[ 11
]l 4’4

6) Présentons la encore deux méthodes pour établir la somme sous forme d’une

expression intégrale.

Premiere méthode : a partir des sommes partielles

On se place dans le cas non trivial x # 0. Posons pour x € D\{0} :

fn(x) =§N:an x™ = jZN:(xt (4—1)"dt
n=0 0 n=0

En notant que I'on a sur [0,4] :

xt(d—-t)<1
Ona:
B 41—(xt(4—t))N+1
fN(x)—Of T—xt(-0 dt

B : 1 4(xt(4—t))N+1

_Ofl—xt(4—t) ) T xt@-o dt
Or:

4 N+1 4 N+1

(xt(4—1) I (t(4—10)

1—-xt(4—-1t) xt?2—4xt+1

! !

dt

. . A , .. 4
Et si € ]0,%[, xt? —4xt+1 estun trindme présentant un minimum en t = ﬁ =2 et ce

minimum est égal a ::
xX22—4xx2+1=1-4x>0

Ainsi



4(x t(4— t))N+ W xN+1
T—xt@-0 ° f(t(4_t)) — 4 N

1 1 N+1
S1—4x (Z) v+

Etsi e ]—i, 0[ , le tableau de variation du trinéme g(t) = x t? — 4 x t + 1 présentant un
maximumen 2 montreque:Vt € [0,4] : g(t) =xt?—4xt+1>g(0) =1

0<

Ainsi :

4 N+1 4
(xt(4-1) |x|V+1 N+1 1"
<\| T=xta-p dt| < f(t(4—t)) dt=|x|N+1aN+1S<Z> Ani1
0 0

Doncsi x € [—%,O[ U ]0,%[:

N+1

(xt(4—1)
nl—1>rP00_]- 1—-xt(4-1t) dt=0

Ainsi :

1%

1
n= dt
fn X fl—xt(4—t)
0

L'expression restant valable en 0.

n=0

Deuxiéme méthode : En utilisant la convergence normale

Pour x € ]—i,i[ posons : f,(t) = (x t(4-— t))n et considérons la série de fonctions de

terme général f,(t) qui converge simplement pour t € [0,4]. Montrons que cette

convergence est normale :

t(4-0"
4

@O =lxt (=" = [x|" [t (4 =" = |4 x|" < |4 x|

Or: |4 x| < 1 donc la série de terme général |4 x|™ converge et la série de terme général
fn(t) converge normalement pour t € [0,4]. Chaque f,(t) étant intégrable au sens de
Riemann sur [0,4], on peut donc intégrer la somme de la série terme a terme, soit :

fZ(xt(él—t)) dt—nz;of(xt(zl—t)) dt—Zan

- 11
on en déduit pourx € ]_Z’Z[



4

+00
1
n —
Za"x _fl—xt(él—t) dt
0

n=0

1 . . L .
Pourx = — S on montre que I'expression reste valable par la méthode précédente

Calcul de I'intégrale : Mettons le dénominateur sous forme canonique :

: 1 1 : 1 1 : 1
,fl—xt(4—t) dt:Ef 1dt:§f T
0 o tP—4t+ o o t=2)2 -4+
distinguons alors deux cas :
er . l .
1 cas.xe]0,4[.
+ o0 1 4 1
Z n n=;f dt

Finalement :

i i 2| 4
Ap X" = —tan S E—
g " Jx(1—4x) 1-4x

N 1
2eémecas:x € [—2,0[:

2x —
t—2_ 4x—1
x 0
) 24 4x—1 o4 4x—1
X X
=ﬂ Ln —Ln
72— 4x—-1 o 4x—-1
X X

Finalement :






