
 

 

Exercice 3 : 

1) Cherchons un équivalent de 𝑓 au voisinage de 0 : 

∀ 𝑥 ∈  ]0, 𝜋] ∶ 𝑓(𝑥) =
2 𝑠𝑖𝑛 (

𝑥
2) − 𝑥 

2 𝑥 𝑠𝑖𝑛 (
𝑥
2) 

=

2 (
𝑥
2 −

1
6 (

𝑥
2)

3

+ 𝑜(𝑥3)) − 𝑥

2 𝑥 𝑠𝑖𝑛 (
𝑥
2)

=
−

1
24 𝑥3 + 𝑜(𝑥3)

2 𝑥 𝑠𝑖𝑛 (
𝑥
2)

 

Soit : 

𝑓(𝑥)~
−

1
24 𝑥3

2 𝑥 
𝑥
2

= −
1

24
 𝑥 



Donc : 

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 0 

𝑓 est donc prolongeable par continuité en 0 en posant 𝑓(0) = 0. 

Montrons que le prolongement est dérivable. 

𝑓 est dérivable sur ]0, 𝜋] par inverse puis différence. Reste à étudier la dérivabilité en 0 en 

étudiant le taux d’accroissement : 

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥
~ = −

1

24
 

Donc 𝑓 est dérivable en 0 et : 

𝑓′(0) = −
1

24
 

Montrons que 𝑓′ est dérivable en 0.  On  

∀ 𝑥 ∈  ]0, 𝜋] ∶  𝑓′(𝑥) = −
1

𝑥2
−

1

2
 

(−
1
2  𝑐𝑜𝑠 (

𝑥
2))

𝑠𝑖𝑛2 (
𝑥
2)

 

= −
1

𝑥2
+

𝑐𝑜𝑠 (
𝑥
2)

4 𝑠𝑖𝑛2 (
𝑥
2)

=
−4 𝑠𝑖𝑛2 (

𝑥
2) + 𝑥2 𝑐𝑜𝑠 (

𝑥
2)

4 𝑥2 𝑠𝑖𝑛2 (
𝑥
2)

 

=

−4 (
𝑥
2 −

𝑥3

48 + 𝑜(𝑥3))

2

+ 𝑥2  (1 −
𝑥2

8 + 𝑜(𝑥2))

4 𝑥2 𝑠𝑖𝑛2 (
𝑥
2)

  

=

−4 (
𝑥2

4 −
𝑥4

48 + 𝑜(𝑥4)) + 𝑥2 −
𝑥4

8 + 𝑜(𝑥4)

4 𝑥2 𝑠𝑖𝑛2 (
𝑥
2)

 

=
−

𝑥4

24 + 𝑜(𝑥4)

4 𝑥2 𝑠𝑖𝑛2 (
𝑥
2)

~
−

𝑥4

24

4 𝑥2  
𝑥2

4

= −
1

24
 

Donc : 

lim
𝑥→0

𝑓′(𝑥) = −
1

24
= 𝑓′(0) 



𝑓′ est donc continue en 0 et 𝑓 de classe 𝐶1 sur [0, 𝜋] 

2) On a : 

𝐼0 = ∫
1

2

𝜋

0

 𝑑𝑡 =
𝜋

2
 

Rappelons l’identité trigonométrique : 

𝑠𝑖𝑛(𝑎) − 𝑠𝑖𝑛(𝑏) = 2 𝑐𝑜𝑠 (
𝑎 + 𝑏

2
)  𝑠𝑖𝑛 (

𝑎 − 𝑏

2
) 

Ainsi, pour tout entier naturel 𝑛 : 

𝐼𝑛+1 − 𝐼𝑛 = ∫

𝑠𝑖𝑛 ((𝑛 + 1 +
1
2)  𝑡) − 𝑠𝑖𝑛 ((𝑛 +

1
2)  𝑡)

2 𝑠𝑖𝑛 (
𝑡
2) 

 𝑑𝑡

𝜋

0

 

= ∫
2 𝑐𝑜𝑠 ((2 𝑛 + 2) 

𝑡
2

)  𝑠𝑖𝑛 (
𝑡
2)

2 𝑠𝑖𝑛 (
𝑡
2) 

 𝑑𝑡

𝜋

0

 

= ∫ 𝑐𝑜𝑠((𝑛 + 1) 𝑡) 𝑑𝑡

𝜋

0

= [
𝑠𝑖𝑛((𝑛 + 1) 𝑡)

𝑛 + 1
]

0

𝜋

= 0 

D’où : 

∀ 𝑛 ∈ ℕ ∶  𝐼𝑛 = 𝐼0 =
𝜋

2
  

3) Faisons une intégration par partie en posant : 

𝑢(𝑡) = 𝜑(𝑡),   𝑣′(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛 ((𝑛 +
1

2
)  𝑡) 

𝑢′(𝑡) = 𝜑′(𝑡),   𝑣(𝑡) = − 
1

𝑛 +
1
2

𝑐𝑜𝑠 ((𝑛 +
1

2
)  𝑡) 

Alors : 

∫ 𝜑(𝑡) 𝑠𝑖𝑛 ((𝑛 +
1

2
)  𝑡)  𝑑𝑡

𝜋

0

 

= [− 
𝜑(𝑡)

𝑛 +
1
2

𝑐𝑜𝑠 ((𝑛 +
1

2
)  𝑡)]

0

𝜋

+
1

𝑛 +
1
2

 ∫ 𝜑′(𝑡) 𝑐𝑜𝑠 ((𝑛 +
1

2
)  𝑡)  𝑑𝑡

𝜋

0

 



=
1

𝑛 +
1
2

 ∫ 𝜑′(𝑡) 𝑐𝑜𝑠 ((𝑛 +
1

2
)  𝑡)  𝑑𝑡

𝜋

0

 

Or 𝜑′ étant continue : 

∃ 𝐾 ∈ ]0, +∞[ ∶  ∀ 𝑡 ∈ [0, 𝜋] ∶  |𝜑′(𝑡)|  ≤ 𝐾 

Ainsi : 

|
1

𝑛 +
1
2

 ∫ 𝜑′(𝑡) 𝑐𝑜𝑠 ((𝑛 +
1

2
)  𝑡)  𝑑𝑡

𝜋

0

| ≤
1

𝑛 +
1
2

 ∫ |𝜑′(𝑡) 𝑐𝑜𝑠 ((𝑛 +
1

2
)  𝑡)|  𝑑𝑡

𝜋

0

 

≤
1

𝑛 +
1
2

 ∫ 𝐾 𝑑𝑡

𝜋

0

≤
𝐾 𝜋

𝑛 +
1
2

 

Par comparaison, on en déduit : 

lim
𝑛→+∞

∫ 𝜑(𝑡) 𝑠𝑖𝑛 ((𝑛 +
1

2
)  𝑡)  𝑑𝑡

𝜋

0

= 0 

4) Commençons par établir l’existence de l’intégrale impropre : 

En +∞, on a par intégration par partie : 

∫
𝑠𝑖𝑛(𝑡)

𝑡
 𝑑𝑡

𝑋

1

= [− 
1

𝑡
𝑐𝑜𝑠(𝑡)]

1

𝑋

− ∫
𝑐𝑜𝑠(𝑡)

𝑡2
 𝑑𝑡

𝑋

1

 

= 𝑐𝑜𝑠(1) −
1

𝑋
𝑐𝑜𝑠(𝑋) + ∫

𝑐𝑜𝑠(𝑡)

𝑡2
 𝑑𝑡

𝑋

1

 

Or : 

|
𝑐𝑜𝑠(𝑡)

𝑡2
| ≤

1

𝑡2
 

Donc ∫
𝑐𝑜𝑠(𝑡)

𝑡2  𝑑𝑡
𝑋

1
 est absolument convergente. De plus lim

𝑋→+∞

1

𝑋
𝑐𝑜𝑠(𝑋) = 0 donc ∫

𝑠𝑖𝑛(𝑡)

𝑡
 𝑑𝑡

𝑋

1
 

est convergente. 

En 0 il suffit de noter que 
𝑠𝑖𝑛(𝑡)

𝑡
 ~1 

Pour déterminer la valeur de l’intégrale, appliquons le résultat du 3) avec 𝜑(𝑡) = 𝑓(𝑡) 



lim
𝑛→+∞

∫ (
1

𝑡
−

1

2 𝑠𝑖𝑛 (
𝑡
2)

)  𝑠𝑖𝑛 ((𝑛 +
1

2
)  𝑡)  𝑑𝑡

𝜋

0

= 0 

D’où on tire : 

lim
𝑛→+∞

∫  

𝑠𝑖𝑛 ((𝑛 +
1
2)  𝑡)

𝑡
 𝑑𝑡

𝜋

0

= lim
𝑛→+∞

∫  

𝑠𝑖𝑛 ((𝑛 +
1
2)  𝑡)

2 𝑠𝑖𝑛 (
𝑡
2)

 𝑑𝑡

𝜋

0

= 𝐼𝑛 =
𝜋

2
 

Faisons alors pour la première intégrale, le changement de variable : 

𝑥 =  (𝑛 +
1

2
)  𝑡, 𝑑𝑥 =  (𝑛 +

1

2
)  𝑑𝑡 

 

∫  

𝑠𝑖𝑛 ((𝑛 +
1
2)  𝑡)

𝑡
 𝑑𝑡

𝜋

0

= ∫  
𝑠𝑖𝑛(𝑥)

𝑥

𝑛 +
1
2

 
𝑑𝑥

𝑛 +
1
2

(𝑛+
1
2

) 𝜋

0

= ∫  
𝑠𝑖𝑛(𝑥)

𝑥
 𝑑𝑥

(𝑛+
1
2

) 𝜋

0

 

Par passage à la limite, on en déduit : 

∫  
𝑠𝑖𝑛(𝑥)

𝑥
 𝑑𝑥

+∞

0

=
𝜋

2
 

 


