Exercice 3

Soit f la fonction définie par :

1 1
vz €)0,7), f(z) = = — —7%%
z in (=
2&n(2)
1) Montrer que [ est prolongeable sur [0,7] en une fonction de classe c*,
que l'on notera aussi f.

2) Soit n un entier naturel. On considere 'intégrale :

sin [(n + -;-) t]
n= /. t - dt
0 o i
2sin ( 2)
Calculer Io.
Comparer In4y et In.
En déduire I,, en fonction de Uentier n.

3) Montrer que si o est de classe C* sur [0,7), alors, la suite J, définie par :

.I,.=/o'<p(t)sin [(n+%) t] dt »

admet pour limite 0 quand Uentier n tend vers +00.
4) Justifier alors Uezistence et le calcul de l'intégrale :
+W .
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Exercice 3 :

1) Cherchons un équivalent de f au voisinage de 0 :

x 1 3
vx e 10.1] =f(x)=2$in(%);x =2 (i_g (%) +0(x3)>—x=_%x3+0(x3)
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Soit :
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Donc:

chi_r)r(l) f(x)=0
f est donc prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0.
Montrons que le prolongement est dérivable.

f est dérivable sur ]0, ] par inverse puis différence. Reste a étudier la dérivabilité en 0 en
étudiant le taux d’accroissement :

f@-fO 1

x 24

Donc f est dérivableen O et :

1
f1(0) = 22

Montrons que f' est dérivable en 0. On

1)

vxe |0,m]: f'(x)= —2"

2 sin? (%)
1 cos (%) ~ —4 sin? (%) + x? cos (%)
%2 ’ 4 sin? (%) - 4 x? sin? (%)

—4 <%—%+0(x3)> + x? <1 —9%2+0(x2)>
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Donc:

lim /() = ~ 2 = £(0)




f' est donc continue en 0 et f de classe C; sur [0, 7]

2) Ona:
I —fﬂldt—n
07 ), 2 2

Rappelons l'identité trigonométrique :

sin(a) — sin(b) = 2 cos (a -2I- b) sin (a ; b)

Ainsi, pour tout entier naturel n :

eoin((n+1+3) o) -sim((n+3)

et = = 0 2 sin (%) “
_ jTZ cos ((2 n+2) %) sin (%) "
0 2 sin (%)
= f cos((n +1) t) dt = [sin(in:ll) t)[ =

0

D’ou :

i3
VneN: In=IO=E

3) Faisons une intégration par partie en posant :

u(t) = @(t), v'(t) =sin <<n + 1) t)
’ 2

u'(t) = @'(t), v(t) =— ! 7 cos <(n + l) t)
n +§ 2

Alors :

an)(t) sin <(n + %) t) dt
0

= |- 40 cos <(n+%) t) + ! 1 f<.0'(t) cos<<n+%

1




T

= 1 - f(p’(t) cos <(n+%) t) dt

Or ¢’ étant continue :
JK €]0,+o0[: Vte[0,m]: |p'(t)] <K

Ainsi :
™

1 - f(p’(t) cos ((n +%) t) dt| <

e

'(¢) cos ((n + ;) )

f

41
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Par comparaison, on en déduit :
s
1
lim | ¢(t)sin ((n + —> t) dt =0
n-+o 2

0

4) Commencons par établir I'existence de I'intégrale impropre :

En 400, on a par intégration par partie :

]Xsin(t) dt = [— —cos(t)] fcos(t) dt

t

= cos(1) —)l(cos(X) + J co:z(t) dt

1

Or:
cos(t)
t2 |~ ¢
Xcos(t)
Donc f1 = dt est absolument convergente. De plus hm —cos(X) = 0 donc

est convergente.

sin(t) ~1

En 0 il suffit de noter que

dt

I

X sm(t)

Pour déterminer la valeur de I'intégrale, appliquons le résultat du 3) avec @ (t) = f(t)

dt



li ! - ] (( + 1) t) dt 0

im - — sin{(n+= =

—>+oo t ; 2

n 5 2 sin (7)

D’ouU on tire :

T Sin <(n + %) t) T Sin <(n + %) t) T
lim dt = lim dt =1, =—
—>+400 t —400 . t n 2
n 5 n 5 2 sin (7)

Faisons alors pour la premiere intégrale, le changement de variable :

—<+1>t d—<+1>dt
x—nz, x—nz

1 1
T Sin (n + 1) t (n+§)77: . (n+§)rr .
2 sin(x) dx sin(x)
[ e [ e s,
t 1 n+ 1 0 X
° a4 5 2
Par passage a la limite, on en déduit :
+00




