Exercice 2 ) - .

On considére le R-espace vectoriel des fonctions définies el coniinues sur R
et d valeurs dans R. .

A toute fonction f de E, on associe la fonciion F définie par :

Vs R, Flz) =1 f: 1) dt
1) Montrer que F a une limite £ en 0, ét préciser cette limite en fonction de f.
On pose F(0) = L.
On obtient ainsi une fonction F définie sur R, @ valeurs dans R.

2) Montrer que l'application ¢ définie par :

VfEE,p(f)=F
est un endomorphisme de E.
3) Soit A un réel quelcongue.

-

L]
Déterminer les fonctions f de E, différentes de la fonction nulle, telles que

w(fy) = A

4) On suppose que la fonction f a une limite finie 8 en +oo0.

Montrer que la fonction F a également une limite finie, que l'on préciserua,
en +o0o.

Monirer que la réciprogue est fausse : ezhiber une fonction f qui n’a pas de

limite finie en +o0o, telle que la fonction F associée ait une limite finie en
+00.

Corrigé

On désignera par E I'espace vectoriel des fonctions réelles continues sur R

1) Posons:

glx)= | f®)dt
J

f étant continue sur R, g est dérivable sur Ret g’ = f. On ade plus:

g(x) —g(0)
x

Vx€eR": F(x) =

On en déduit :



- g0
lim F(x) = lim —g(x) 90 =
x—0 x—0 X

g'(0) = £(0)
2) Commengons par nous assurer que ¢ a bien ses valeurs dans E.
Soit f € E alors ¢(f) est continue sur R* (quotient de deux fonctions continues, g et

la fonction x — x. Par construction ¢(f) est continue en 0, donc elle est continue sur
R. Ainsi ¢(f) € E

Soit (f, g, ) € E? X R alors on a d’une part :
17 17 17
VxeR s o +a@ =1 [(FO+ag®)ar =1 [rod+as [ gwa
0 0 0

= o(HH(x) +a p(g)(x)

et d’autre part :

o(f +a g)(0) = f(0) + a g(0) = p(f)(0) + a ¢(g)(0)

Donc:

o(f tag) =o(f)+aeplg)

D’ou ¢ linéaire donc endomorphisme de E

3) Soit f; € E* telle que: @(f;) = A f; alors:

Vx€eR": ff,l(t)dtz/le,l(x)
0

Soit en dérivant :
VXER : f00)=2(f00)+xf(x)
Vx€eR" : Ax f(x) = (1-2) f1(x)
Distinguons plusieurs cas :
1®cas:A=0:0naalors:
VxeR: f(x)=0
Et par continuité en0: f; =0
Ce qui est absurde

2Me cas: 1 =1 Onaalors:




VxeR": f3(x)=0
Donc f; est constante sur R* et par continuité constante sur R.

Réciproquement, si f est une constante non nulle C sur R alors :

P

Vx€eR": <p(f)(x)=%f€dt=6
0

Et:
p(f)0)=C
Donc:
p(f)=1f

1 est alors une valeur propre de ¢ et le sous espace propre associé est engendré par la
fonction constante égale a 1.

3®mecas:A# 0etd+# 1:0Onaalors:
VxeR": f’)L(x)zl__/1 lfa(x)
A ox
Ainsi :
3C;eER: Vx€]0,+oo[: f(x) =C,; el/_l—’an(x)

ﬂLn(—x)
3C,ER: Vx€E€]—0,0[: fr(x) =Ce 2
Supposons par I'absurde : 1 € |—o0,0[ U |1, + o] alors :

1—/1<O
A

EtsiC; #0:
A a0 = oo
SiC, #0
Jim £iG) = 40
Ce qui est absurde, donc: C; = 0,C, = 0 et finalement : f; est la fonction nulle ce qui est
absurde.

Donc:A € ]0,1[ et:
1-2
Vx€]0,4+oo[: fL(x) =Cyx 2

1-1
Vx€]-00,0[: f(x) =C (=x) T



f1(0) = 0 (par continuité)
Réciproquement : considérons une fonction f; de la forme précédente. Alors :

1-1 x

X
1 -2 t 1 tt C, 1-1
Vx €]0,+oo]: o(fi)(x) = _f T = 1 — | =12 T Af(x)
X x [1-21 X
0 T+1
x 1-1 x
1 1-2 C, | tx C, 1-2,,
VXE]—O0,0[: go(f,l)(x)z— Cz(—t)}'L dt=—|——| =1 —x 2
X x |1—-41 X
0 T +1

=21 A0()

En conclusion, les valeurs propres de ¢ sont les réels de I'intervalle ]0,1] et les fonctions
propres associées telles que définies précédemment

4) Soite > 0 alors:

€ €
Jx,€]0,+0[: VXER: x = x5 = s—§<f(x)<s+—

2
or:
jx F&) dt = jof(t) dt + j Fo) e
Ainsi : 0 0 ’
x> x> J s—— dt<jf(t)dt<f(s+2)d
:>(s—§) (x—x0)<ff(t)dt<(s+;) (x — x,)
Dol )
x2x0=>(s—§)x_x0 ff(t)dt<F(x)<(s+2) 0+%ff(t)dt
2

N (s =) f F(O) dt < F(x) < (s +o f £(0) dt



Or:

X—+o00

Xo
1
lim ;f Ft)dt =0
0

Donc:
Xo
e 1 €
dx; €Elxg,+o[: VXER: x> x; = —§<;j- f(t)dt<§
0
Ainsi :
€ €
x>x1:>s—§<F(x)<s+E

D’ou finalement :

lim F(x) =s

X—+00

La réciproque est fausse. Il suffit de prendre : f(t) = sin(t) . Cette fonction n’a pas
de limite en 40 mais :

X—+00

X
1 1
lim F(x) = xl_lﬁpoo;j sin(t) dt = xl_igloo; (1—=cos(x))=0
0




