Exercice 3
1) Justifier Uezistence de la fonetion f d'une variable réelle définie par :

* sin(zl)

vxem,,r(z)=fn+ )

2) Montrer que la fonction f est de classe C* sur R.

3} Montrer que :
+oo 1

f(1)=2;5"ﬁ

Exercice 4
Il s'agit de déterminer toutes les applications f de R dans R dérivables en. 0
el telles que :

.

V(z,y) € R?, f(z +y) = " f(y) + e f(x) (1)
1) Soit f une application vérifiant (1). Déterminer f(0).

2} Mantrer que l'ensemble des applications qui vérifient (1) est un sous- espace
vectoriel de 'espace vectoriel réel des applications de R dans R.

3) Montrer que si la fonction f vérifie (1), elle est dérivable sur R, et
elle vérifie une équation différentielle linéaire du premier ordre que l'on

déterminera.

4) En déduire toutes les solutions du probléme.

Corrigé
1) OnaenO:
sin(xt) xt
—— ~—~Xx
et —1
Donc l'intégrale converge en 0.
En +oo:
sin(x t) 1 _t
< ~e
et —1 et—1

Or I'intégrale de e ¢ est convergente en +oo donc I'intégrale de la fonction étudiée est absolument
convergente.

2) Introduisons la suite de fonctions :

.00 = fsm(x t)
1



fn est dérivable sur R car la fonction de deux variables sous I'intégrale est continue et admet une

dérivée partielle continue par rapport au couple de variables (x,t) surle domaine R X [;, n] . De

plus :
, tcos(x t)
Sl = f
1
n
Posons pour x € R:
T teos(xt)
tcos(xt
= | ——dt
900 = [ “555
0
g est bien définie caren 0 :
t cos(xt)
et —1
Eten +oo:
tcos(xt t
- (x£) < ———~te™t
et -1 et -1
De plus :
1 1
( ) + 00 ( ) n +o00
tcos(xt tcos(xt t
|fn(X) g(X)l fe——l dt+f t fet dt+f et—ldt
0 n 0 n

La quantité majorante tendant vers 0 indépendamment de x la suite f,, tend vers g uniformément
sur R. Comme f,, (x) converge simplement vers f(x) sur IR, on en déduit que f est dérivable sur R
et que:

Ve R: f'(x) =g(x)

De plus f; étant continue sur R, sa limite uniforme f’ est continue sur R et donc f est de classe C;
sur R

3) Ona:
+c>0sm(t) +ooe_t sin(t)
fO=| F—gdt=| |
of 1 of 1—e

Or:

e S B S

=1

Donc:



+0 400

F1) = f Z(e‘"tsin(t)) dt
0 n=1

Justifions I'interversion du signe somme et du signe intégral en considérant :

+% 400 N +o
f Z(e ntsin(t)) dt—;! (e ™t sin(t)) dt
+® 400 +o0 N
= Of ;(e‘”tsin(t)) dt —E! ;(e‘"tsin(t)) dt
J nZNJrl(e_”t sin(t)) dt

+00
—(N+1) t
e sin(t

_ f @© .

1—et
0

+ oo
S."
0

Or, la fonction sous valeur absolue dans I'intégrale est bornée sur [0, +oo[ et donc:

sin(t)
1—et

sin(t
AM € ]0,+oo[:Vt€E[O,+oof: T _2_{ <M
Ainsi :
+00 +00 N + 00 M
J Z(e "t sin(t)) dt — Z f (e™tsin(t))dt| <M f WDt g = —
N+1
n=1g
On en déduit par comparaison
N +oo +0 400
: -nt -nt
Nl_lglmz_[ (e sm(t)) dt —f Z(e sm(t)) dt
n=1g
Dol :
+00 +oo0 +o00 +00
f Z(e‘nt sin(t)) dt = z f (e™™tsin(t)) dt
0 n=1 n=1og

400 +00

_ Zf et elt) dt
n=19
+00 t+00

— Zf (n+L)tdt
n=19



Ainsi :

I Yool




