Exercice 2
On considére la suite (an) définie par :

5
VnEN.ﬂ,.=[ cos" t dt
0

1) Caleuler ag et a1.
2) Montrer que la suite (an) est convergente et trouver sa limite.
3) Montrer que la série de terme général ay est divergente.

{) On considére la série enticre de la variable réelle = de terme général u,
défini pur : '
¥n € N,Vz € R, u,(z) = a,z"

a) Déterminer son rayon de convergence.
b) Déterminer lensemble D des réels x tels que la série de terme général

1, () soit convergente.

5) On définit alors la fonction somme U de la série entiére précédente par :

+00
vz e D,U(z) = 2 ayT"

n=0

Déterminer une ezpression de U(x) a l'aide des fonctions usuelles.
On déterminera en particulier la valeur de U(-1).

Corrigé
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1) Ona:

T

2 T
ap = f cos®(t) dt = =
0 2

T

a, = J: cosl(t) dt = [sin(t)]% =1

2) Montrons que la suite est décroissante et minorée. On a pour toutn € N

VteE [O,g] :cos™(t) =0

Donc:

VA
2
a, = f cos™(t)dt =0
0
La suite (a,,) est donc minorée par 0.

De plus:
T
Vte [0, E] : cos™1(t) — cos™(t) = cos™(t) (cos(t) —1) <0

Donc:

T

2
Ape1— Ay = f (cos™1(t) — cos™(t)) dt < 0
0

La suite (a,,) est donc décroissante. On en déduit qu’elle est convergente.

Pour déterminer sa limite, procédons a une majoration de lI'intégrale comme illustré sur la figure :
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Soith € ]0,%[ alors :

Donc:

Soit :

Soit alors € > 0 posons :

T

h —
2
a, = f cos™(t) dt +f cos™(t) dt
0 h
h 2
OSanSf 1dt+f cos™(h) dt
0 h

0<a,<h+ (g—h) cos™(h)

h = min (%,;)

alors , puisque 0 < cos™(h) < 1

Donc:

lim (g — h) cos™(h) =0

n—-+oo

/s €
Any€EN:n>ny :(E—h) cos"(h)<§



0< <s+£
= - —
= an ) >

D’ou:

lim a, =0
n—-+oo

3) Comme précédemment, soit N €N, h € ]O,%[ alors :
s

= 5 (2 IV 71— cosN*1(t)
Z an = Z f COSn(t) dt = f Z COSn(t) dt = f 1——(t') dt
n=0 n=0 h h n=0 h cos

Finalement :

N 7 1 4 %cos”“(t) 4 "
nZ Ll—cos(t) t- f 1 — cos(t) t M

Or:

T oN+1
t
< fZL() dt < cosVt1(h) f

n 1—cos(t) 1- cos(t)
Et puisque 0 < cos™*1(h) < 1:
l N+1cp f _— =0
im cos (h) 1= cos(t)

Donc par théoréme des gendarmes :

_ 7 cosNt1(t)
lim ——dt=0
N—+o J, 1 — cos(t)

Or la suite ZLO a, strictement croissante est soit convergente soit divergente vers +00. Supposons
gu’elle converge vers une limite finie L. En passant a la limite dans I'inégalité (1) on aurait :

r

L>f2 LI
— Jp 1—cos(t)

OronaenO:

1 2
1—cos(t) t2
On en déduit :
T

lim dt = +

fz 1
h-0* J, 1 — cos(t)

Ceci est absurde. Donc:




lim an = +oo
N-+oo
n=0

4)
a) Soit R le rayon de convergence de la série entiere de terme général a,,. Du 3) on déduit :
R<1

Soit alors x € [0,1] alors :

N N =
z a, x" = ;Lz(x cos(t))n dt =

n=0
Posons :

T

2 n
bn=f0 (x cos(t)) dt

Alors :

T

2 4
bal < [l de = Z 1"
0

La série Y. b,, est donc par comparaison absolument convergente. Ainsi :

R=1

b) Notons D le domaine de convergence de };a, x™. Onavu:

1-1,1[ <D

Et en 1 la série diverge. Reste a étudier en —1.Y a,, (—1)™ est une série alternée dont la valeur
absolue du terme général tend vers 0 en décroissant. Le théoreme d’Abel montre qu’elle est
convergente. Ainsi :

D=[-11]
5) Onapourx €D:
n n T
2 k
Uy(x) = Z ay x* = Z _[ (x cos(t))” dt
k=0 k=0"0

= L%Z()(x cos(t))k dt

B %1 — (x cos(t))n+1
- J;) 1—xcos(t)

dt

T LA n+1
_ fz 1 g — ¢ 2 (cos(t)) it
o 1—xcos(t) o 1—xcos(t)




Or:

vee o E] 0 < ! <!
21" T 1—xcos(t) T 1—x
Donc:
3 n+1 T n+1 T
2 (cos(t 2 (cos(t 1 2
xn“f & dt| < x|t f (cos(®)) dt < f (cos(t))n+1 dt
o 1—xcos(t) o 1—xcos(t) 1-x)J,
Et:
1 n
. 2 n+1
nl—IH-lOOme (COS(t)) dt =0
Donc:
T n+1
2 (cos(t
lim x”“f & dt=0
n—-+oo o 1—xcos(t)
Ainsi :

Y
2 1

Ulx) = n]_i)rpoo Un(x) = j TCOS(L‘) dt
0

Reste a calculer I'intégrale en faisant le changement de variable :

_, (t)d —1+u2dt
u=tan 5) u= 5
Sachant :
(t)_l—u2
cos T 1+ u?
Il vient :
1 2du
U(x)=f 1—u?
0 2 VR S
(1+u)(1 x1+u2)

_fl 2du
B o 1—=x+ (1 +x)u?

2 jl du
T 1-—x o 1—x

Trxt ¥
1
2 1+x o [TEx
T1-x |1-x tan 1—x

finalement



En particulier :

U(-1) =0




