
 

 

 

Corrigé 

 

 



1) On a : 

𝑎0 = ∫ 𝑐𝑜𝑠0(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

=
𝜋

2
 

𝑎1 = ∫ 𝑐𝑜𝑠1(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

= [𝑠𝑖𝑛(𝑡)]
0

𝜋
2 = 1 

 

2) Montrons que la suite est décroissante et minorée. On a pour tout 𝑛 ∈ ℕ 

∀ 𝑡 ∈ [0,
𝜋

2
] ∶ 𝑐𝑜𝑠𝑛(𝑡) ≥ 0 

Donc : 

𝑎𝑛 = ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑛(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

≥ 0 

La suite (𝑎𝑛) est donc minorée par 0. 

De plus : 

∀ 𝑡 ∈ [0,
𝜋

2
] ∶ 𝑐𝑜𝑠𝑛+1(𝑡) − 𝑐𝑜𝑠𝑛(𝑡) = 𝑐𝑜𝑠𝑛(𝑡) (𝑐𝑜𝑠(𝑡) − 1) ≤ 0 

Donc : 

𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 = ∫ (𝑐𝑜𝑠𝑛+1(𝑡) − 𝑐𝑜𝑠𝑛(𝑡)) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

≤ 0 

La suite (𝑎𝑛) est donc décroissante. On en déduit qu’elle est convergente. 

Pour déterminer sa limite, procédons à une majoration de l’intégrale comme illustré sur la figure : 



 

 Soit ℎ ∈ ]0,
𝜋

2
[ alors : 

𝑎𝑛 = ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑛(𝑡) 𝑑𝑡
ℎ

0

+ ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑛(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

ℎ

 

Donc : 

0 ≤ 𝑎𝑛 ≤ ∫ 1 𝑑𝑡
ℎ

0

+ ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑛(ℎ) 𝑑𝑡

𝜋
2

ℎ

 

Soit : 

0 ≤ 𝑎𝑛 ≤ ℎ + (
𝜋

2
− ℎ) 𝑐𝑜𝑠𝑛(ℎ) 

Soit  alors 𝜀 > 0 posons : 

ℎ = 𝑚𝑖𝑛 (
𝜋

4
,
𝜀

2
) 

 

 

alors , puisque 0 < 𝑐𝑜𝑠𝑛(ℎ) < 1 

lim
𝑛→+∞

(
𝜋

2
− ℎ) 𝑐𝑜𝑠𝑛(ℎ) = 0 

Donc : 

∃ 𝑛0 ∈ ℕ ∶ 𝑛 > 𝑛0  
 

⇒ (
𝜋

2
− ℎ) 𝑐𝑜𝑠𝑛(ℎ) <

𝜀

2
  



 
⇒  0 ≤ 𝑎𝑛 <

𝜀

2
+

𝜀

2
= 𝜀 

D’où : 

lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛 = 0 

3) Comme précédemment, soit 𝑁 ∈ ℕ, ℎ ∈ ]0,
𝜋

2
[ alors : 

∑ 𝑎𝑛

𝑁

𝑛=0

≥ ∑ ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑛(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

ℎ

𝑁

𝑛=0

= ∫ ∑ 𝑐𝑜𝑠𝑛(𝑡)

𝑁

𝑛=0

 𝑑𝑡

𝜋
2

ℎ

= ∫
1 − 𝑐𝑜𝑠𝑁+1(𝑡)

1 − 𝑐𝑜𝑠(𝑡)
 𝑑𝑡

𝜋
2

ℎ

 

Finalement : 

∑ 𝑎𝑛

𝑁

𝑛=0

≥ ∫
1

1 − 𝑐𝑜𝑠(𝑡)
 𝑑𝑡

𝜋
2

ℎ

− ∫
𝑐𝑜𝑠𝑁+1(𝑡)

1 − 𝑐𝑜𝑠(𝑡)
 𝑑𝑡

𝜋
2

ℎ

           (1) 

Or : 

0 ≤ ∫
𝑐𝑜𝑠𝑁+1(𝑡)

1 − 𝑐𝑜𝑠(𝑡)
 𝑑𝑡

𝜋
2

ℎ

≤ 𝑐𝑜𝑠𝑁+1(ℎ) ∫
1

1 − 𝑐𝑜𝑠(𝑡)
 𝑑𝑡

𝜋
2

ℎ

 

Et puisque 0 < 𝑐𝑜𝑠𝑁+1(ℎ) < 1 : 

lim
𝑁→+∞

𝑐𝑜𝑠𝑁+1(ℎ) ∫
1

1 − 𝑐𝑜𝑠(𝑡)
 𝑑𝑡

𝜋
2

ℎ

= 0 

Donc par théorème des gendarmes : 

lim
𝑁→+∞

∫
𝑐𝑜𝑠𝑁+1(𝑡)

1 − 𝑐𝑜𝑠(𝑡)
 𝑑𝑡

𝜋
2

ℎ

= 0 

Or la suite ∑ 𝑎𝑛
𝑁
𝑛=0   strictement croissante est soit convergente soit divergente vers +∞. Supposons 

qu’elle converge vers une limite finie 𝐿. En passant à la limite  dans l’inégalité (1) on aurait : 

𝐿 ≥ ∫
1

1 − 𝑐𝑜𝑠(𝑡)
 𝑑𝑡

𝜋
2

ℎ

 

 

Or on a en 0 : 

1

1 − 𝑐𝑜𝑠(𝑡)
~

2

𝑡2
 

On en déduit : 

lim
ℎ→0+

∫
1

1 − 𝑐𝑜𝑠(𝑡)
 𝑑𝑡

𝜋
2

ℎ

= +∞ 

Ceci  est absurde. Donc : 



lim
𝑁→+∞

∑ 𝑎𝑛

𝑁

𝑛=0

= +∞ 

4)    

a) Soit 𝑅 le rayon de convergence de la série entière de terme général 𝑎𝑛. Du 3) on déduit : 

𝑅 ≤ 1 

Soit alors 𝑥 ∈ [0,1[ alors : 

∑ 𝑎𝑛 𝑥𝑛

𝑁

𝑛=0

 = ∑ ∫ (𝑥 𝑐𝑜𝑠(𝑡))
𝑛

 𝑑𝑡

𝜋
2

0

𝑁

𝑛=0

 = 

Posons : 

𝑏𝑛 = ∫ (𝑥 𝑐𝑜𝑠(𝑡))
𝑛

 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

Alors : 

|𝑏𝑛| ≤ ∫ |𝑥|𝑛 𝑑𝑡

𝜋
2

0

=
𝜋

2
|𝑥|𝑛  

La série ∑ 𝑏𝑛 est donc par comparaison absolument convergente. Ainsi : 

𝑅 = 1 

b) Notons 𝒟 le domaine de convergence de ∑ 𝑎𝑛  𝑥𝑛. On a vu : 

]−1,1[ ⊂ 𝒟 

Et en 1 la série diverge. Reste à étudier en −1. ∑ 𝑎𝑛  (−1)𝑛 est une série alternée dont la valeur 

absolue du terme général  tend vers 0 en décroissant. Le théorème d’Abel montre qu’elle est 

convergente. Ainsi : 

𝒟 = [−1,1[ 

 

5) On a pour 𝑥 ∈ 𝒟 : 

𝑈𝑛(𝑥) = ∑ 𝑎𝑘  𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

= ∑ ∫ (𝑥 𝑐𝑜𝑠(𝑡))
𝑘

 𝑑𝑡

𝜋
2

0

𝑛

𝑘=0

 

= ∫ ∑(𝑥 𝑐𝑜𝑠(𝑡))
𝑘

𝑛

𝑘=0

 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

= ∫
1 − (𝑥 𝑐𝑜𝑠(𝑡))

𝑛+1

1 − 𝑥 𝑐𝑜𝑠(𝑡)
 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

= ∫
1

1 − 𝑥 𝑐𝑜𝑠(𝑡)
 𝑑𝑡

𝜋
2

0

− 𝑥𝑛+1 ∫
(𝑐𝑜𝑠(𝑡))

𝑛+1

1 − 𝑥 𝑐𝑜𝑠(𝑡)
 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 



Or : 

∀ 𝑡 ∈ [0,
𝜋

2
] : 0 ≤

1

1 − 𝑥 𝑐𝑜𝑠(𝑡)
≤

1

1 − 𝑥
 

Donc : 

|𝑥𝑛+1 ∫
(𝑐𝑜𝑠(𝑡))

𝑛+1

1 − 𝑥 𝑐𝑜𝑠(𝑡)
 𝑑𝑡

𝜋
2

0

| ≤ |𝑥|𝑛+1  ∫
(𝑐𝑜𝑠(𝑡))

𝑛+1

1 − 𝑥 𝑐𝑜𝑠(𝑡)
 𝑑𝑡

𝜋
2

0

≤
1

1 − 𝑥
∫ (𝑐𝑜𝑠(𝑡))

𝑛+1
 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

Et : 

lim
𝑛→+∞

1

1 − 𝑥
∫ (𝑐𝑜𝑠(𝑡))

𝑛+1
 𝑑𝑡

𝜋
2

0

= 0 

Donc : 

lim
𝑛→+∞

𝑥𝑛+1 ∫
(𝑐𝑜𝑠(𝑡))

𝑛+1

1 − 𝑥 𝑐𝑜𝑠(𝑡)
 𝑑𝑡

𝜋
2

0

= 0 

Ainsi : 

𝑈(𝑥) = lim
𝑛→+∞

𝑈𝑛(𝑥) = ∫
1

1 − 𝑥 𝑐𝑜𝑠(𝑡)
 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

Reste à calculer l’intégrale en faisant le changement de variable : 

𝑢 = 𝑡𝑎𝑛 (
𝑡

2
) , 𝑑𝑢 =

1 + 𝑢2

2
 𝑑𝑡 

Sachant : 

 𝑐𝑜𝑠(𝑡) =
1 − 𝑢2

1 + 𝑢2
 

Il vient : 

𝑈(𝑥) = ∫
2 𝑑𝑢

(1 + 𝑢2) (1 − 𝑥 
1 − 𝑢2

1 + 𝑢2)

1

0

 

= ∫
2 𝑑𝑢

1 − 𝑥 + (1 + 𝑥) 𝑢2  

1

0

 

=
2

1 − 𝑥
∫

𝑑𝑢

1 − 𝑥
1 + 𝑥 +  𝑢2  

1

0

 

=
2

1 − 𝑥
 √

1 + 𝑥

1 − 𝑥
 [𝑡𝑎𝑛−1 (√

1 + 𝑥

1 − 𝑥
 𝑢)]

0

1

 

finalement 



𝑈(𝑥) =
2

1 − 𝑥
 √

1 + 𝑥

1 − 𝑥
𝑡𝑎𝑛−1 (√

1 + 𝑥

1 − 𝑥
) 

En particulier : 

𝑈(−1) = 0 

 


