Exercice 1
On considére Uespace vectoriel E = Ry[X], et l'application ® qui & tout
polynéme P de E associe le polynéme Q = ®(P) défini par :

Q(X) = (X2 - 1)P(X) — (4X + 1)P(X)
ou P' désigne le polynome dérivé de P.
1) Montrer que ® est un endomorphisme de E.

2) Donner la matrice de ® par rapport a la base canonique B de E, soit
B=(1 X, X2 X3.X%.

3) Montrer que (X — 1)* est un vecteur propre de & et préciser la valeur
propre associée.

4) Montrer que si P est un vecteur propre associé d la valeur propre A, le
polynome Q défini par :
Q(X) = P(—X)

est vecteur propre de @ associ€ & une valeur propre dont on donnera l'expression
en fonction de ).
En déduire alors un deuziéme vecteur propre de ¢, et la valeur propre associée.

l 5) Déterminer les valeurs propres de @, et les vecteurs propres associés. Pour
cela, on cherchera les scalaires A tels qu il existe un polynom-e P non nul tel
que ®(P) = AP, et on se raménera @ une équation dzﬁ'ér.'entze‘lle.’ . .
On choisira ensuite la valeur de A de sorte que I’équation différentielle ait

une solution polynémiale non nulle.

Exercice 1 :
1)
Soit P € E posons : P(X) = a, X* + R(X) ot : R(X) € R3[X] alors :

PP)=X*-1) (4a, X3 +R' (X)) — (4X + 1) (ay X* + R(X))
=X?R'X)—4a, X3 —R' X)—a, X*—4XR(X)—R(X)

®(P) est donc une somme de polynémes de R,[X] donc ®(P) € E

Soit (Py,P,,a) € E2 x R alors :

(P +aP)=X*-1)(PLX)+a PZ(X))' —(AX+1D(PX) +aPy(X))
=X -DPX)-@AX+DPX)+a((X?—-1)Py(X) — (4 X + 1P, (X))
O(P,) + a ¢(P,)

Donc ®est un endomorphisme de E



Ona:
P(1)=—-MAX+1)=-1-4X
PX)=X?’-1D)-UA4X+1DX=-1-X-3X?
PXH=X?-1D2X)-@AX+1D)X*=-2X—- X?>-2X3
XN =X?-1DBXH-@x+1)Xx3=-3x2- x3- x*
XN =X*-DU@X)-@UXx+1)Xx*=-4x3- x*
On en déduit :
(—1 -1 00 0 \
-4 -1 -2 0 0
Mpg(®)=] 0 -3 -1 -3 O

0 0 -2 -1 -4

0 0 0 -1 -1
Ona:

PX-DH=X*-DU@E-D)H-¢@¢x+)x-1*
=4X+DX-D*—¢@x+1D)X-1*
=X-D*@EX+D-@x+1))=3X-1*

Donc (X — 1)* est un vecteur propre de ® associé a la valeur propre 3
Soit P vecteur propre de ® associé a la valeur propre A alors :

®(P) = AP

X2-DPX)-@AX+1)PX) =1PX)

D’ou:

(X =D P'(X) - @ (-X)+ 1) P(=X) =21P(-X)

Posons: Q(X) = P(—X) alors :

Q'(X) =—-P'(-X)

Et:

X2 -1D(-Q'(X) - (=4 X + DQX) = 21Q(X)
Soit :

X=X - “X-1DQX) =-21QX)

Finalement :

X*-DQ' X)) - (“UX+1QX) =(-1-2)QX)
Donc:

Q) =(-1-2)0Q



Q est donc vecteur propre de ® associé a la valeur propre (—1 — 2)

Ainsi (=X — 1)* = (X + 1)* est vecteur propre de ® associé a la valeur propre —5
5) OnapourP €E:

P(P)=APe X2-1DP'X)—(“4X+1)PX)=APX)
e X-DPX)-(@AX+1+D)PX) =0

©oVx€e]l,+o[: (xX2—1)P'(x)—@x+1+A)PXx)=0

4x+1+1
©Vx€]l+o[: P'(x)———=——F—P(x)=0
x4—=1
Or, une décomposition en éléments simples donne :
4x+1+4 4x+1+2 a b

= +
x?2-1 x—1Dx+1) x—-1 x+1
Avec :

Ainsi :

5+ —A+3
O(P)=APo3IcER:Vx€E]l+o[: P(x)=ce z NME D+ Inlx+D)

5+ —A+3
S3IceR:Vxe]l,4o[: Px)=c(x—1)2 (x+1) 2

Sachant que P est un polynéme de degré inférieur ou égal a 4, il faut rajouter les conditions :

4—peN

143 A=-5+2p€eN
EN <
p+4—-p<4

{l=—5+2p
p € [0;4]

Nous en déduisons que @ posséde 5 valeurs propres distinctes : —5, —3, —1,1,3 et chaque sous
espace propre associé est de dimension 1 :

E_s = Vect[(X + 1)*]
E_; =Vect[(X — 1) (X + 1)]
E_, = Vect[(X — 1)? (X + 1)?]
E; = Vect[(X — 1)3 (X + 1)]

E; = Vect[(X — 1)*]
® est en particulier diagonalisable






