Exercice 4
On considére le R-espace vectoriel E = R[X]. Montrer que l'application :p
définie par :

Y(P,Q) € B, p(P,Q) = ] POQ) d

1) Montrer que y est un produit scalaire sur E.

2) Déterminer 4 polynémes Py, Py, Py, P; unitaires, de degrés respectifs0,1,2,3,
et deur d deux orthagonum: pour .

(On rappelle qu'un polynéme est unitaire si et seulement si il est non nul, et
de coefficient dominant égal a 1).

3) On appelle a,b,c les trois racines de P, rungées dans l'ordre croissant -
a<b<ec.

Déterminer a, b, c.

4) Montrer qu’il existe un triplet unigue (A, B, C) e réels tel que :

VP € Ry[X], f 1 P(t) dt = AP(a) + BP(b) + CP(c)
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et déterminer les réels A, B, C.
5) Montrer que :

VP € Rs[X], f 1 P(t) dt = AP(a) + BP(b) + CP(c)

(On désigne par Rn[X] le sous-espace vectoriel de R[X] formé des polynémes
de degré inférieur ou égal a n).

Corrigé :
1) Ona pourtout (P,P',Q,a) EE? X R:

p(P+aP,Q)= f(P +aP)(t) Q(t)dt

= JP(t)Q(t) dt + a JP’(t) Q(t) dt

=P, Q) +aep,Q)
D’autre part :
o(P,Q) = ¢(Q,P)
Donc:
QP +aP) =9 P)+apP)

@ est donc une forme bilinéaire symétrique.



Montrons qu’elle est définie positive :

Donc ¢ est définie.

1
p(P,P)=0¢ fPZ(t) dt =0
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oVvte[-1,1]:P?(t) =0
oVvVte[-1,1]:P(t) =0

S P=0

@(P,P)=0

Donc ¢ est positive et finalement un produit scalaire sur E

2) Appliquons le procédé d’orthogonalisation de Schmidt a la base canonique

(1,X,X2,X3) de E:

P0=1
X, P,
P1=X—(p( 0) P,
@ (P, Py)
Ou:
1
-1
Donc:
P1:X
2 QD(XZ,PO) (p(Xlel)
Py = X* — 0~ 1
@ (Py, Py) (P, Py)
Ou:

1

q)(Po,Po)z Jl dt=2
-1
1

2
p(X?,Py) = ftz dt:§

-1




1

(X%, p) = ft3 dt=0
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Donc:
1
P, =X?——
2 3
P :X3_(p(X3)PO) _(p(X3’P1) _(p(XSIPZ)
3 @ (P, Py) 0 @(Py, Py) ! @(P,, Py) 2
Ou:
1
2
(p(Pl,Pl): ftz dt:§
-1
1
p(X3,Py) = jt3 dt =0
-1
1
2
o(X3,Py) = ft4 dt:g
-1
z 1
p(X3,P,) = ft3 (tz —§> dt =0
-1
Donc:
P, =X3 3X
3 5
3) Ona:
P —X(X2 >—X X 3 X+ 3
3 5/ 5 5
Onadonc:

4) Posons:P=aX?+ X +yalors:




1 1 1 1

2
fP(t)dt=a ftzdt+ﬁ ftdt-i—y ftdt=§a+2y
-1

-1 -1 -1

Et:
3 3 3 3
AP(a)+BP(Mb)+CP(c)=4A ga— §ﬁ+y +By+C §a+ §ﬁ+y

Ainsi :
1

VP € R,[X]: fp(t) dt = A P(a) + B P(b) + C P(c)
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Donc:

1
VPE]R%[X]-fP(t)dt—SP 3 +8P(0)+5P 3
E ) 5/°9 9 5
-1
5) Soit P € Rg[X] alors par division euclidienne :
31(Q,R) € (Rs[XD?>: P=QP; +R

Avec:
d°(R) < d°(P;) =3

Donc:
R € R,[X]

Or:



(d°(P) =d°(R) et Q = 0) ou d°(P) = d°(Q) + d°(P;)

Donc:

d°(Q) =2
Et:

Q € Ry[X]
On a alors

1 1 1
fP(t) dt = fQ(t) Py(t) dt + fR(t) dt
-1 -1 -1

5 8 5
=O+§ R(a)+§ R(b)+§ R(c)

5 8 5
= 6 P(a) +§ P(b) +§ P(C)



