Exercice 3 -
On considére une suite (an)nen de réels positifs ou nuls, telle que la série

entiére de terme général u, définie par :
Vn € N,V € R, un(z) = a,z"

ait un rayon de convergence réel R strictement positif, et telle que la série

de terme général un(R) soit divergente.
On considére la fonction somme S de cette série entiére, soil

+00
Vz €] — R, R[,8(z) = ) _ anz"
. n=0

1) Montrer que :
S(z) — +o0
r—R.

2) On considére la fonction f définie par :
Vz € [-1,1], f(z) = arcsinz |

Rappeler Uexpression de la dérivée de f sur Uintervalle] -1, 1], et déterminer
le développement en série entiére de f' sur l'intervalle J-1,1[

8) En déduire le développement en série entiére de f sur Uintervalle 1-1,1],
soit ;

+oo
Vz E] - 11 1[1 f(x] = an.'r“
n=0

4) Montrer, en utilisant la question 1), que l'on a :

+00
Vz € [-1,1], f(z) = Y bnz”
=0

Corrigé :
1) SoitA > 0Oalors:

No
An, € N: ZanR”>A

n=0
Or:
No
vx € [0R[:S(x) = Z a, x"
n=0
Et:
ng ng
xllrlgl_ a, x" = Z a, R"> A

n=0 n=0



Donc:

Nno

Ja€]0;+o[: Vx € [R—a,R[: Zanx”>A
n=0
On en déduit par comparaison :
lim S(x) = +oo
X-R~
2) Ona:
vx e =L ¢ 100 = = (1= 122
X -1 : f'(x) = =1-x
V1 —x2
40 1 1 1
B
n!
n=0
— (—1)"1 x3..2n—1)
B 5
o
n=0
~ i 1 2n)! .
T Ln 2 x2x4x..x2n) "
n=0
400
B ecn)!
L2z
n=0
3) On déduit par intégration pour tout x de |—1,1[
too 2n+1

2n)! «x
f(x):nz:(;zzn(n!)z 2n+1

4) Le terme général b,, du développement en série entiére de f(x) sur ]—1,1[ est
défini par :

byn =0
2n)! 1
banit = 2w tanz X Tnt 1

Cette série entiére est convergente sur |—1,1[ donc son rayon de convergence R vérifie :
R>1
Or pour x > 1, considérons la série de terme général c,, défini par :

(2 n) | XZ n+1

‘T En (2 2n+ 1

Ona:



Cne1_banez  2n+2)2n+1DRn+Dx* 8nx*

cr Dynad 4(n+DZ@2n+3) “Tgns
Donc:
c
lim 22 =x2>1
n—-+oo CTl

La regle de D’Alembert montre alors que la série de terme général c¢,, diverge et donc:
R<1
D'ou:
R=1
Considérons alors la série entiére de terme général u, (x) défini par :
Uy (x) =b, x"

Le rayon de convergence de cette série est R = 1. Les termes b, sont positifs ou nuls.
Supposons alors par I'absurde que la série de terme général u,(1) diverge alors on
aurait d’apres 1) :

_ Rl (2n)! x2n*t
,!H?-Z i zntl T
n=0
Donc:
lim f(x) =+
x-1"
Soit :

lim sin™1(x) = 4o
x-1"

Ce qui est absurde.

Donc la série de terme général u, (1) = b,, converge. Orsur [—1,1] ona:

2n)! x2ntt - 2n)! 1 _
22n(n)2 2n+1| - 220 ()2 2n+1 "

La série entiére de terme général u,, (x) est donc normalement convergente sur [—1,1] donc
sa somme S(x) est continue sur [—1,1]. On en déduit :

S() = Jim S@) = lim f(x) = £(1)
S-D = lim S = lim £ =f(-1)

Ainsi :

Vxe[-11]: f(x) = S(x) = 2 b, x"






