Exercice 2
On considére Lintégrale généralisée suivante, oi r désigne un nombre réel :

! dt
~£'¢ﬁ¥¢n1+mﬂ
1) Montrer que cette intégrale est‘déﬁn'ie si et seulement si le réel x appartient
a Uintervalle I =] — 1, +00].
Dans la suite, on considérera la fonction réelle de la variable réelle x définie
par :

Vz €] — 1,400, f(z)

;f‘ dt

o (1-8)(Q1+xt)

2) Montrer que la fonction [ est strictement décroissante sur l'intervalle I.
3) Détermner les limites de la fonction f auc bornes de I.

4) Calculer f(0) et f(1). _ 5
5) Déterminer, suivant les valeurs du reel z, une ezpression de f(z) a U'aide
des fonctions usuelles.

On pourra utiliser le changement de variable :

- 1+t
Y=V T18

Corrigé

1) Commencgons par la définition de I'intégrande en posant :

1
JaA—-1t) A +xt)

six >0,onapourtoutt €[0,1[: 1—t> 0,1+ xt > 0donc g(x,t) est définie

glx,t) =

six <0, g(x,t) est définie pour tout t € [0,1[ si et seulement si :

vVt €[01[: 1+xt>0

oVt €01 : xt>—-1

1
o VvVt e[01] : t<—;

1
S ——21
X
& —-—x<1
eox > -1

Donc g(x, t) est définie pour tout t € [0,1] si et seulementsix € [—1, +oo[

Etudions maintenant la convergence de l'intégrale impropre en 1.



Pourx € |—1,+x[onaent=1:
1 1 1
JaA-(@d+xt) Vi-t V1+x

L'intégrale est donc convergente en 1.

Pourx = —1lonaent=1:
1 1
Ja-o@+xt) 1-t

L'intégrale est donc divergente en 1.

f est donc définie sur |—1, +oo[

2) Soit—1<x <yalors:

f(x)—f()=f — (=)

g JVI-t Witxt J1+yt
_Jl 1 <J1+yt—x/1+xt>dt
_0\/1—t VitxtJ1+yt

=f 1 < A+yt)—(1+xt) )dt
IVI—t WitatJ1+yt(J1+yt+Vi+xt)
1

1 t
=(y— d
o x)ojx/l—t<\/1+xt\/1+yt(\/1+yt+\/1+xt)> ‘

Posons :

1 t
h(x,t) = < )
Vi—t \WV1+xt J1+yt(J1+yt+V1+xt)
h(x,t) est une fonction continue de la variable t et strictement positive sur I'intervalle [0; %]

Donc:

1
1 2

fh(x,t) dtth(x,t) dt >0

0 0

Or:y—x>0donc:
fG)=fy)>0



Ainsi f est strictement décroissante sur |—1, +oo[
3) limiteen-1

posonsx = —1+4+ hpourh > 0:

1
[ ="
s A=A -t+ht)

f(=1+h)= t

1 1
1 1
= dt > d
0f\/(l—t)2+ht(1—t) t>0f (1-2+ h ‘

Faisons un changement de variable :

1—t=u, dt = —du

Alors :
1 1
f ! dt = f# du
0,/(1—t)2+h o\/uz+h
= [Ln|u+\/u2 + h”:) = Ln(l +V1+ h) —Ln(\/ﬁ)
Or:

Jlim Ln(1+V1+ h) = Ln(Vh) = +oo
On en déduit par comparaison :
hll,%’+f(_1 + h) = 400

limiteen +00 :On a:

1
! dt = ! f ! dt
JaA=0xt \/EOW/(l—t)t
L'intégrale majorante étant définiecarenOon a:
1 1
Ja=0¢c Vt

Le théoreme des gendarmes montre alors que :

lim f(x) =0
X—+o00

OSf(x)SJ1
0

4) Ona:



1 1
f(0)=0 mdt=[—2\/1—t]0=

dt = [sin () |t = sin~(1) — sin~1(0) = =

=] = 2

5) Onpose:

Alors :
1+xt
1—t

w?(1—-t)=1+xt

u? =

w—ult=1+xt

u?—-1 x+1
TWtx 0 wltx
2u(x+1)
(u? + x)?

(x)—f t"1+xt

_J‘u +x12u(x+1)
T ) x+1 u W?+x)?
1

dt =

Ainsi :

+00
1
= 2f 5 du
u“+x
1
Distinguons 3 cas :
lercas:x > 0:
+00
fo=2[ ——a
xX) = — du
! w+ (V)

+ oo

[ (2)

1



2 m (1
‘ﬁ(i‘tan (ﬁ))
2emecas:x =0:
+00

1
f(x)=zf — du

1

171+
—2|--] =2

uly

3émecas:—1<x<0:

+00

f(x)=2f ;Zdu
H uz—(\/—x)

1
|

L Juty=x e
n
2\V—x

u— —xL

1 . <1+\/—_x>
V= \1-v=



