Exercice 1
On considére le C-espace vectoriel E = C3.

A tout endomorphisme u de E, et & tout vecteur V de E, on associe le
systéme de vecteurs de E :

S(u, V) = (V,u(V),4*(V))

(On rappelle que u? = uou),

On dit que l’endomorphisme u de E est cyclique si et seulement si il existe
un vecteur V de E tel que le systéme S(u, V) soit une base de E.

1) Montrez que si l'endomorphisme u est cyclique, on a rg(u) > 2.

Montrez & l'aide d’un eremple que la réciproque est fausse.

2) On consudére U'endomorphisme u de E dont la matrice par rapport a la
base canonigue est :

4 -5 7
A= 1 -4 9
-4 0 5
et le vecteur V défini par :
1
V=110
0

Montrer que le systéme S(u, V') est une base de E, et en déduire que 'endomorphisme
u est cyclique.

9) Soit u un endomorphisme cyclique, et V un vecteur de £ tel que S(u,V)
soit une base de E. Donner la forme de la matrice de u par rapport a la base
S(u,V), et montrer que cette matrice est indépendante du choir du vecteur

V.
4) Montrer que si Uendomorphisme u est cyclique, tous les sous-espaces

propres de u sont de dimension 1. _
En déduire une condition nécessaire et suffisante pour qu’'un endomorphisme

eyclique soit diagonalisable.

Corrigé :
1) Soit u un endomorphisme cyclique de E.
Soit v, € E tel que (vo,u(vo),uz(vo)) soit une base de E, alors :
Im(w) = Vect(u(vy), u?(vy), u®(vy))
or (u(vy), u?(v,)) est libre donc :
dim(lm(u)) > 2
Montrons que la réciproque est fausse en prenant u = Idg. Onarg(u) = 3 et u non cyclique.

2) Ona:



1 4 4 -5 7 4 —17
V=<0),AV=(1>,A2V=<1 —4 9)(1)=<—36)
0 —4 -4 0 5/ \-4 -36

Donc:
4 -5 7
Det(V,AV,A?V)=|1 -4 9|=-36—4x%x36%0
-4 0 5

Donc (V,AV,A? V) est une base de E et u est cyclique.

3) Ona:

u() =0V +1ulV) +0u?V)
u(u() =0V +0u) +1u?(V)
u(u?(W) =aV+bul) +cu(V)

La matrice de u dans S(u, V) est donc :

0 0 a
B=<1 0 b
0 1 ¢

C’est une matrice compagnon dont le polynéme caractéristique est :

-X 0 a
PX)=|1 -X b
0 1 c¢—X

==X |_1X c—bx|_1|2 c(—1X|

= —X(-X(c—X)—b)+a
=—X34+cX*’4+bX+a

Or deux matrices semblables ayant méme polynome caractéristique, on en déduit que la
matrice B est indépendante du choixde V.

4) Soit A une valeur propre d’un endomorphisme cyclique u, alors :

Décrivons un vecteur W de [E par ses coordonnées (x, y, z) dans une base S(u, V). Alors

-1 0 a X 0
WEE, © |1 =2 b)(y)=<0
0 1 ¢c—2 z 0

—Ax+az=0
@{x—ly+bz=0
y+(c—1)z=0



(—2(A1(A=¢) =b)+a)z=0
o x=Ay—bz
y=@A-0)z

z=0 (—2(1(A1=¢) =b)+a)=0
o {x =0 ou x=AA-c)—b)z
y=0 y=ALA—-c¢)z

Ainsi :
Ea={W=z(Q1Q-0)-bDV+@A-c)ul)+u*V)),z€ R}
=VectlA(A=c)—=b)V+ A —-c)ulV)+u?(V)]
Le vecteur générateur de [E; est non nul donc:
dim(E;) =1
Soit un endomorphisme cyclique 1. Montrons que I'on a :

u diagonalisable & u a 3 valeurs propres distinctes

(:) Supposons u diagonalisable alors E est somme directe de ses sous espaces propres :

E=E;, @E,,.. & Ea,
et chaque sous espace propre a pour dimension 1 donc :
dim(E) = dim(E;,) + dim(Ey,) + -+ dim (Ey, )
Soit :
3=p
u a donc 3 valeurs propres distinctes.

(c) Supposons u a 3 valeurs propres distinctes alors, puisque dim(E) = 3, u est

diagonalisable



