
 

 

 

 

Corrigé : 

1) Soit 𝑢  un endomorphisme cyclique de 𝔼. 

  Soit 𝑣0 ∈ 𝔼 tel que (𝑣0, 𝑢(𝑣0), 𝑢2(𝑣0)) soit une base de 𝔼, alors : 

𝐼𝑚(𝑢) = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑢(𝑣0), 𝑢2(𝑣0), 𝑢3(𝑣0)) 

Or ( 𝑢(𝑣0), 𝑢2(𝑣0)) est libre donc : 

𝑑𝑖𝑚(𝐼𝑚(𝑢)) ≥ 2 

Montrons que la réciproque est fausse en prenant 𝑢 = 𝐼𝑑𝔼. On a 𝑟𝑔(𝑢) = 3 et 𝑢 non cyclique. 

2)    On a : 



𝑉 = (
1
0
0

) , 𝐴 𝑉 = (
4
1

−4
) , 𝐴2 𝑉 =  (

4 −5 7
1 −4 9

−4 0 5
) (

4
1

−4
) = (

−17
−36
−36

) 

Donc : 

𝐷𝑒𝑡(𝑉, 𝐴 𝑉, 𝐴2 𝑉) = |
4 −5 7
1 −4 9

−4 0 5
| = −36 − 4 × 36 ≠ 0 

Donc  (𝑉, 𝐴 𝑉, 𝐴2 𝑉) est une base de 𝔼 et 𝑢 est cyclique. 

3)  On a : 

{

𝑢(𝑉) = 0 𝑉 + 1 𝑢(𝑉) + 0 𝑢2(𝑉)

𝑢(𝑢(𝑉)) = 0 𝑉 + 0 𝑢(𝑉) + 1 𝑢2(𝑉)

𝑢(𝑢2(𝑉)) = 𝑎 𝑉 + 𝑏 𝑢(𝑉) + 𝑐 𝑢2(𝑉)

 

La matrice de 𝑢 dans 𝑆(𝑢, 𝑉) est donc : 

𝐵 = (
0 0 𝑎
1 0 𝑏
0 1 𝑐

) 

C’est une matrice compagnon dont le polynôme caractéristique est : 

𝑃𝐵(𝑋) = |
−𝑋 0 𝑎
1 −𝑋 𝑏
0 1 𝑐 − 𝑋

| 

= −𝑋 |
−𝑋 𝑏
1 𝑐 − 𝑋

| − 1 |
0 𝑎
1 𝑐 − 𝑋

| 

=  −𝑋 (– 𝑋 (𝑐 − 𝑋) − 𝑏) + 𝑎 

= −𝑋3 + 𝑐 𝑋2 + 𝑏 𝑋 + 𝑎 

Or deux matrices semblables ayant même polynôme caractéristique, on en déduit que la 

matrice 𝐵 est indépendante du choix de 𝑉. 

4) Soit 𝜆 une valeur propre d’un endomorphisme cyclique 𝑢, alors : 

Décrivons un vecteur 𝑊 de 𝔼 par ses coordonnées (𝑥, 𝑦, 𝑧) dans une base 𝑆(𝑢, 𝑉). Alors 

 

𝑊 ∈  𝔼𝜆  
 

⇔   (
−𝜆 0 𝑎
1 −𝜆 𝑏
0 1 𝑐 − 𝜆

) (
𝑥
𝑦
𝑧

) = (
0
0
0

)  

 
⇔ {

−𝜆 𝑥 + 𝑎 𝑧 = 0
𝑥 − 𝜆 𝑦 + 𝑏 𝑧 = 0 

𝑦 + (𝑐 − 𝜆) 𝑧 = 0
 



 
⇔ {

(−𝜆 (𝜆 (𝜆 − 𝑐)  − 𝑏) + 𝑎) 𝑧 = 0
𝑥 = 𝜆 𝑦 − 𝑏 𝑧 

𝑦 = (𝜆 − 𝑐) 𝑧
 

 
⇔ {

𝑧 = 0
𝑥 = 0 
𝑦 = 0

𝑜𝑢 {

(−𝜆 (𝜆 (𝜆 − 𝑐)  − 𝑏) + 𝑎) = 0
𝑥 = (𝜆 (𝜆 − 𝑐) − 𝑏) 𝑧 

𝑦 = (𝜆 − 𝑐) 𝑧
 

Ainsi : 

𝔼𝜆 = {𝑊 = 𝑧 ((𝜆 (𝜆 − 𝑐) − 𝑏) 𝑉 + (𝜆 − 𝑐) 𝑢(𝑉) + 𝑢2(𝑉)), 𝑧 ∈ ℝ} 

= 𝑉𝑒𝑐𝑡[(𝜆 (𝜆 − 𝑐) − 𝑏) 𝑉 + (𝜆 − 𝑐) 𝑢(𝑉) + 𝑢2(𝑉)] 

Le vecteur générateur de  𝔼𝜆 est non nul donc : 

𝑑𝑖𝑚(𝔼𝜆) = 1 

Soit un endomorphisme cyclique 𝑢. Montrons que l’on a : 

𝑢 diagonalisable 
 

⇔  𝑢 a 3 valeurs propres distinctes 

(
 

⇒) Supposons 𝑢 diagonalisable alors 𝔼 est somme directe de ses sous espaces propres : 

𝔼 = 𝔼𝜆1
⊕ 𝔼𝜆2

… ⊕ 𝔼𝜆𝑝
 

et chaque sous espace propre a pour dimension 1 donc : 

𝑑𝑖𝑚(𝔼) = 𝑑𝑖𝑚(𝔼𝜆1
) + 𝑑𝑖𝑚(𝔼𝜆2

) + ⋯ + 𝑑𝑖𝑚 (𝔼𝜆𝑝
) 

Soit : 

3 = 𝑝 

𝑢 a donc 3 valeurs propres distinctes. 

(
 

⇐) Supposons 𝑢  a 3 valeurs propres distinctes alors, puisque 𝑑𝑖𝑚(𝔼) = 3,  𝑢 est 

diagonalisable 

 


