
 

 

 

Corrigé 

1)    On a : 

∀ (𝑋, 𝑌, 𝛼) ∈ 𝔼2 × ℂ ∶ 

 𝜑𝐴(𝑋 + 𝑌) = 𝐴 (𝑋 + 𝑌) = 𝐴 𝑋 + 𝐴 𝑌 = 𝜑𝐴(𝑋) + 𝜑𝐴(𝑌) 

𝜑𝐴(𝛼 𝑋) = 𝐴 (𝛼 𝑋) = 𝛼 𝜑𝐴(𝑋) 



donc 𝜑𝐴 est linéaire et donc un endomorphisme du ℂ −espace 𝔼 

2)  La condition nécessaire et suffisante pour que 𝜑𝐴 soit inversible est que son noyau 

soit réduit au vecteur nul. Or, en désignant par 0𝔼 la matrice nulle de 𝔼 : 

𝜑𝐴(𝑋) = 0𝔼
 

⇔  𝐴 𝑋 = 0𝔼 

Donc : 

Si 𝐴 inversible : 𝜑𝐴(𝑋) = 0𝔼
 

⇔ 𝐴−1(𝐴 𝑋) = 0𝔼
 

⇔  𝑋 = 0𝔼  et le noyau de 𝜑𝐴 se réduit à la 

matrice nulle de 𝔼 donc 𝜑𝐴 est injective donc est un automorphisme de 𝔼. 

Si 𝐴 non inversible : ∃ 𝑉1 ∈ 𝑀𝑛1(ℂ) ∶ 𝐴 𝑉1 = 0.  Considérons alors la matrice 𝑋1 de 𝔼 dont la 

première colonne est 𝑉1et les 𝑛 − 1 colonnes restantes sont des colonnes nulles. Alors : 

𝜑𝐴(𝑋1) = 𝐴 𝑋1 = 0𝔼 

Donc le noyau de 𝜑𝐴 n’est pas réduit au vecteur nul de 𝔼 et ainsi 𝜑𝐴 n’est pas injective. Il en 

résulte : 

𝜑𝐴 automorphisme de 𝔼
 

⇔ 𝐴 inversible 

Déterminons alors la réciproque de 𝜑𝐴 

∀ (𝑋, 𝑌) ∈ 𝔼2: 

𝜑𝐴(𝑋) = 𝑌
 

⇔  𝐴 𝑋 = 𝑌
 

⇔  𝑋 = 𝐴−1𝑌
 

⇔ 𝑋 = 𝜑𝐴−1(𝑌) 

Donc : 

(𝜑𝐴)−1 = 𝜑𝐴−1 

3)     

𝐴2 = ( 𝑎2 + 𝑏 𝑐 𝑎 𝑐 + 𝑐 𝑑
𝑎 𝑏 + 𝑏 𝑑 𝑏 𝑐 + 𝑑2 ) 

𝑡𝑟(𝐴) 𝐴 = (𝑎 + 𝑑) (
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

) = ( 𝑎2 + 𝑎 𝑑 𝑎 𝑐 + 𝑑 𝑐
𝑎 𝑏 + 𝑑 𝑏 𝑎 𝑑 + 𝑑2 ) 

𝑑𝑒𝑡(𝐴) 𝐼2 = (𝑎 𝑑 − 𝑏 𝑐) (
1 0
0 1

) = (
𝑎 𝑑 − 𝑏 𝑐 0

0 𝑎 𝑑 − 𝑏 𝑐
) 

On vérifie alors aisément : 

𝐴2 − 𝑡𝑟(𝐴) 𝐴 + 𝑑𝑒𝑡(𝐴) 𝐼2 = 𝑂2 

A noter qu’il s’agit du théorème de Cayley Hamilton énonçant que le polynôme caractéristique 

d’une matrice carrée est un polynôme annulateur de cette matrice 



Notons les propriétés triviales à démontrer de 𝜑𝐴 : 

𝜑𝑂2
= 0 

𝜑𝐴+𝐵 = 𝜑𝐴 + 𝜑𝐵 

𝜑𝛼 𝐴 = 𝛼 𝜑𝐴 

𝜑𝐴 𝐵 = 𝜑𝐴 ∘ 𝜑𝐵 

𝜑𝐼2
= 𝐼 

Ainsi : 

𝜑𝐴2−𝑡𝑟(𝐴) 𝐴+𝑑𝑒𝑡(𝐴) 𝐼2
= 𝜑𝑂2

 

donc : 

(𝜑𝐴)2 − 𝑡𝑟(𝐴) 𝜑𝐴 + 𝑑𝑒𝑡(𝐴) 𝜑𝐼2
= 0 

d’où : 

(𝜑𝐴)2 − 𝑡𝑟(𝐴) 𝜑𝐴 + 𝑑𝑒𝑡(𝐴) 𝐼 = 0 

 

4)   On suppose 𝑛 = 2 et 𝐴 diagonalisable 

 

Premier cas : 𝐴 n’a qu’une valeur propre 𝜆 alors :  

𝐴 = 𝜆 𝐼2 

Ainsi : 

𝜑𝐴 = 𝜑𝜆 𝐼2
= 𝜆 𝜑 𝐼2

= 𝜆 𝐼 

donc 𝜑𝐴 est diagonalisable avec pour unique valeur propre 𝜆 si 𝜆 ≠ 0 

Deuxième cas : 𝐴 a deux valeurs propres distinctes  𝜆1 et  𝜆2. Soit alors deux vecteurs propres 

non nuls 𝑉1 et  𝑉2 associés respectivement  à chaque valeur propre. On a : 

𝐴 𝑉1 = 𝜆1 𝑉1   , 𝐴 𝑉2 = 𝜆2 𝑉2 

Soit 𝑋11 la matrice carrée d’ordre 2 dont la première colonne est 𝑉1 et la seconde la colonne 

nulle et 𝑋12 la matrice carrée d’ordre 2 dont la première colonne est la colonne nulle  et la 

seconde la colonne 𝑉1. Alors on a : 

𝜑𝐴(𝑋11) = 𝜆1 𝑋11 



𝜑𝐴(𝑋12) = 𝜆1 𝑋12 

Ainsi 𝑋11 et 𝑋12 forme un système libre de vecteurs propres associés à 𝜆1 

On peut définir de façon analogue deux matrices carrées 𝑋21 et 𝑋22 formant un système libre 

de vecteurs propres associés à 𝜆2 

La famille (𝑋11, 𝑋12, 𝑋21, 𝑋22) forme alors une base de vecteurs propres de 𝜑𝐴 donc 𝜑𝐴 est 

diagonalisable 

 

5)       

𝐴 = (
−2 4
−5 7

) 

Déterminons de polynôme caractéristique de 𝐴: 

𝑃𝐴(𝑋) = |
−2 − 𝑋 4

−5 7 − 𝑋
| = (−2 − 𝑋) (7 − 𝑋) + 20 

= 𝑋2 − 5 𝑋 + 6 = (𝑋 − 2) (𝑋 − 3) 

Le polynôme caractéristique de 𝐴 étant scindé avec des racines simples, 𝐴 est diagonalisable 

et admet pour valeurs propres 2 et 3 

Déterminons une base de vecteurs propres. 

Pour 𝜆 = 2 on résout pour une colonne à deux lignes 𝑋: 

(𝐴 − 2 𝐼2) 𝑋 = 0 

Soit : 

(
−4 4
−5 5

) (
𝑥
𝑦) = (

0
0

) 

 
⇔ {

−4 𝑥 + 4 𝑦 = 0
−5 𝑥 + 5 𝑦 = 0

 

 
⇔  𝑥 = 𝑦 

Un vecteur propre non nul associé à la valeur propre 2 est donc : 

𝑉1 = (
1
1

) 

De la même façon, on résout : 

(𝐴 − 3 𝐼2) 𝑋 = 0 



Soit : 

(
−4 4
−5 5

) (
𝑥
𝑦) = (

0
0

) 

 
⇔ {

−5 𝑥 + 4 𝑦 = 0
−5 𝑥 + 4 𝑦 = 0

 

 
⇔  5 𝑥 = 4 𝑦 

Un vecteur propre non nul associé à la valeur propre 3 est donc : 

𝑉2 = (
4
5

) 

Une base de vecteurs propres de 𝜑𝐴 est alors : 

(𝑉11, 𝑉12, 𝑉21, 𝑉22) 

avec : 

𝑉11 = (
1 0
1 0

)  , 𝑉12 = (
0 1
0 1

) , 𝑉21 = (
4 0
5 0

)  , 𝑉22 = (
0 4
0 5

) 

 


