Exercice 1

Soit n un entier naturel, et E = M,(C), l’ensemble des matrices carrées
d’ordre n a coefficients dans C.

Soit A une matrice appartenant i E.

On considére Uapplication g4 définie par :

VX € E, pa(X) = AX

1) Montrer que @, est un endomorphisme du C-espace vectoriel E.

2) Montrer que g4 est inversible (c’est-a dire : 94 est un automorphisme de
E) si et seulement si la matrice A est inversible.

Donner alors une définition de Uapplication (¢.4)™!

analogue a celle de p 4.

3) On suppose que n = 2, et que les matrices A, Iy et 04 sont ainsi définies :

a=(55) ==(31) e-(3%)

(On rappelle que tr(A) = a +d et det(A) = ad — be)
Montrer que :
A% — tr(A)A + det(A)], = O

Montrer que 'application ¢ vérifie :
04 — tr(A)ga + det(A) =0
(en notant I et O l'identité et 'endomorphisme nul de E)

al

4) On suppose toujours que n = 2 et que la matrice A est diagonalisable.
Montrer gque l'endomorphisme ¢4 est diagonalisable.

5) Application : on suppose que la matrice A est ainsi définie :

L[ =2 4
A‘(—a 7)

a) Montrer que la matrice A est diagonalisable.

b) Déterminer une base B = (V1,V3) de C? formée de vecteurs propres de A.
¢) En déduire que p4 est diagonalisable, et donner une base B, de M,(C)
formée de vecteurs propres de @ 4.

Corrigé
1) Ona:
V(X,Y,a) EE2XC:
PA X+ =AX+Y)=AX+AY = (X)) + pu(Y)

pa(aX) =A(aX) =aq@yX)



donc ¢4 est linéaire et donc un endomorphisme du C —espace [E

2) La condition nécessaire et suffisante pour que ¢4 soit inversible est que son noyau
soit réduit au vecteur nul. Or, en désignant par O la matrice nulle de [E :

(pA(X)ZOEC) AXZOIE
Donc:

Si A inversible : 4(X) = 0= A™1(AX) = 0 © X = O et le noyau de ¢, se réduit 3 la

matrice nulle de E donc ¢4 est injective donc est un automorphisme de E.

Si A non inversible : 3V, € M,,;(C) : AV; = 0. Considérons alors la matrice X; de E dont la
premiere colonne est Vet les n — 1 colonnes restantes sont des colonnes nulles. Alors :

pa(X;) = A X, =0g

Donc le noyau de ¢4 n’est pas réduit au vecteur nul de E et ainsi ¢4 n’est pas injective. Il en
résulte :

@4 automorphisme de E < A inversible

Déterminons alors la réciproque de ¢4
v (X,Y) € E?:

pX)=Yo AX=Yo X=A"YoX=g¢,(Y)

Donc:

(@)™t = @y

3)

Az:(a2+bc ac+cd)
ab+bd bc+d?

a ¢ a’+ad ac+dc
tr(A)Az(CHd)(b )=<ab+db ad+d2>

det(A)IZ:(ad_bc)((l) g)z(adgbc adgbc)

On vérifie alors aisément :
AZ —_ tT‘(A) A + det(A) 12 = 02

A noter qu’il s’agit du théoréme de Cayley Hamilton énongant que le polynéme caractéristique
d’une matrice carrée est un polynd6me annulateur de cette matrice




Notons les propriétés triviales a démontrer de @, :
Yo, =0

Pa+p = Pat Pp

Paa = APy
PaB = Pa° PB
o, =1
Ainsi :
Paz-tr(a) A+det(A) 1, = Po,
donc:
(pa)? — tr(A) @, + det(4) ¢, = 0
d’ou:

(pa)? —tr(A) p, +det(A)1 =0

4) Onsupposen = 2 et A diagonalisable

Premier cas : A n’a qu’une valeur propre A alors :
A=11,
Ainsi :
P =Pr1, = 14012 =211
donc ¢, est diagonalisable avec pour unique valeur propre AsiA # 0

Deuxiéme cas : A a deux valeurs propres distinctes A, et A,. Soit alors deux vecteurs propres
non nuls V; et V, associés respectivement a chaque valeur propre.Ona:

AV1=11V1 ,AV2212V2

Soit X, la matrice carrée d’ordre 2 dont la premiére colonne est V/; et la seconde la colonne
nulle et X;, la matrice carrée d’ordre 2 dont la premiére colonne est la colonne nulle et la
seconde la colonne V;. Alorson a:

Pa(X11) = A X141




0a(X12) = A1 X17
Ainsi X, et X;, forme un systéme libre de vecteurs propres associés a 4

On peut définir de fagon analogue deux matrices carrées X,; et X,, formant un systeme libre
de vecteurs propres associés a 1,

La famille (X;1,X12,X51,X5,) forme alors une base de vecteurs propres de ¢4 donc ¢, est
diagonalisable

5)

a=(Z2 7)

Déterminons de polyndme caractéristique de A:

—-2-X 4

PO=1"2g" 7 x

|= (=2 —X) (7=X) + 20

=X?-5X+6=X-2)(X-3)

Le polyn6me caractéristique de A étant scindé avec des racines simples, A est diagonalisable
et admet pour valeurs propres 2 et 3

Déterminons une base de vecteurs propres.
Pour A = 2 on résout pour une colonne a deux lignes X:
A-21)X=0

Soit :

(Zs 9 6)=0)

{—4x+4y=0
—-5x+5y=0
S x=y

Un vecteur propre non nul associé a la valeur propre 2 est donc :

= ()

De la méme fagon, on résout :

(A-3L)X=0



Soit :
s 5 6)=-0)
@{—5x+4y=0
—-5x+4y=0

© 5x=4y

Un vecteur propre non nul associé a la valeur propre 3 est donc:

_ (4
V2 = (5)
Une base de vecteurs propres de ¢4 est alors :

(Vlli V121 V211 VZZ)

avec:



