Exercice 2 On considére la fonction f réelle de deuz variables réelles z et
t définie par :
V(z,t) € R?, f(z,t) = e**int

et la fonction g réelle de la variable réelle z définie par :

VmER,g(z)=j:f(z,t) dt=./f esint gt

1) a) Montrer que la fonction g est bien définie sur R, qu'elle est de classe
C', et déterminer une ezpression de la dérivée g'(z).

Préciser le signe de g'(z).

b) Démontrer la double inégalité :
i
2 :
¢) En déduire une magoration de g(z) pour z négatif ou nul, et une minoration
de g(z) pour = positif ou nul,

@) Déterminer les limites de g(z) quand z tend vers —oo et --oo.

Détermgner la limite de y% quand z tend vers +oco.
e) Déterminer les variations de g et tracer sa représentation graphique.

Vi € [o, ],%ssintgt

2) a) Montrer que la fonction g est développable en série entiére.
On écrira ce développement sous la forme :

+00
Vz € R, g(z) = Zﬂ“a:"
n=0
el on exprimera a, 4 l'aide de l’intégrale :

£
I,,=f gin™t di
0

NB : on ne cherchera pas & calculer une ezpression de I,.
b) Montrer que la fonction g est de classe C? et est solution de I'équation
différentielle : :

zy' +y —zy=0 (E)
¢c) En déduire une relation entre I, et I,_, pour tout entier naturel n non
nul.

d) Trouver toutes les solutions de I’équation différentielle (E), et déterminer
parmi celles-ci la fonction g.

3) La fonction g est-elle intégrable sur | — oo, 0) ¢

Corrigé :



1)
a) f(x,t) est continue en tant que fonction de deux variables sur R X [0; g] donc g(x)

est continue sur R

De plus, fadmet sur R X [0; g] une dérivée partielle par rapport a sa premieére variable :
af
dx

qui est continue sur le méme domaine donc g est de classe C; sur Ret:

(x,t) = sin(t) e* snt®

n
2

3
a .
g’(X) = j% (x, t) dt = j sin(t) exsmt(t) dt
0

0

Posons :
h(x,t) = sin(t) e*snt®)

Pour x réel fixé, h(x,t) en tant que fonction de t est continue, positive ou nulle et non

identiquement nulle sur [0; %] donc son intégrale sur [O; g] est strictement positive, d’ou :
g'(x)>0

g est donc strictement croissante sur R.

b)

La fonction sin(t) est concave sur [O; g], sa courbe est donc comprise entre sa tangente en 0

et sa corde entre les points d’abscisse 0 et g Or la tangente a pour équation :

y = sin’(0)t + sin(0)

Soit :
y=t
et la corde a pour coefficient directeur :
1 2
a=—=—
T &
2
donc pour équation
2 t
y= s

, s
Il en résulte sur [0; 5] :



sin(t) <t

IA

t

SEREN

c)
Soitx < Oalors —x > 0doncVte€E [O;%] :

2
— —xt<-—-xsin(t) < —xt
T

soit :
] 2
xt stm(t)S;xt
donc:
, 2
exsm(t) Seﬁxt
T Vs
2 2 T
fexsin(t)dt<je%xtdt= [Le%xt]z
N 2x 0
0 0
Soit :
0<g(x) <= (¥ — 1)
<glx)<— (¥ —
9 2x
Or:

T
lim — (e*—1)=0
x—>—0 2 X

D’apres le théoréme des gendarmes :

lim g(x)=0
X——00

Soitx > 0alorsVte [O;g] :

2
—xt<uxsin(t) <xt
T

donc:

2
eEXt < e¥ sin(t)

2
er*tdt < | exsin®qy

o — i
O — i3



D’ou :

e

De plus :

P

()

Or:

T e —1 T e*¥—1
llm—( )=11m—( )=+00

x—+00 2 X x—+00 2 x2

D’apres le théoréme de comparaison pour la limite :

X
lim g(x) = lim & =+

X—+00 X—+00 X

d) Déja fait
e) Nous avons vu que g est strictement croissante sur R. Il est a noter pour les mémes
raisons invoquées au 1) que g est deux fois dérivable sur R et :

T
2

(x,t) dt = J sin?(t) e*snt® g > 0
0

°’|
\'\

9" (x) = f
0

g est donc convexe. Latangente en 0 a pour équation :

y=9'(0)x+ g(0)

avec .
g'(0)=1
) ==
g\ =5

d’ou :
y=x++

2)

a)

Par une récurrence triviale, il est facile de montrer que g est dérivable sur R a tout ordre et
que:




T
2

g™ (x) = f sin™(t) e*sn®d¢
0

Ainsi sur tout intervalle de la forme |—o0; a[

T

|97 60| < [Isin (@1 7"t < gx) < g(a)

g est donc somme de sa série de Taylor soit :

+ o0

(n) 2 n

n!
n=0 n=0

n

Autre méthode sans utiliser le fait que g est dérivable sur R a tout ordre :

Posons pour x réel fixé :

N 3 n
on (D) = Z (x sin(t))

n!
n=0

Cette suite de fonctions tend simplement sur [O; g] vers la fonction :
QD(t) = e¥ sin(t)

Or sur [O;g] :

+ o0 400

O - gyl z Y EOT N KT

n! n!
n=N+1 n=N+1

La convergence est donc uniforme sur [0; %] On en déduit :

T £
2

Jim_ Oj on@de = [ o at

0

Soit :

3 [ 5O
0

n=0

d’ou:

gx) =

s fog (sin(t))ndt .
Z n! x




b)
g étant dérivable a tout ordre est C,, donc en particulier de classe C,. Et sur R :

xg"(x)+g'(x) —x g(x)
7

e* sint(t) dt

=x | sin?(t) e* st gt + f sin(t) e*snt® gy — x

0

o — iy
o — iy

n
2

Y
2
=x f(sinz (t) — 1) e* sint(t) g¢ 4 j sin(t) e* sint(t) gt
0 0

T
2

cos?(t) eXsint® g 4 f sin(t) e* sint®) g¢
0

= —X

o — iy

T
2

cos(t) (x cos(t) e*sint®) d¢ + J sin(t) e*snt® d¢
0

o —— nin

L2 T
= — | [cos(t) exsit®]2 + f sin(t) e*snt® g | + f sin(t) e*sint® gt
0 0
=1

Donc g est solution sur R de :

¢) OnasurR:



g"(x) (Tl — 1) I n Z -2
(n (n— 2)'
Or:
xg"(x)+g'(x)—xgx)=1
Donc:
+00 I +00 I +00 I
_n ,n-2 _n __.n-1_ non _
XZ(n—Z)!x +Z(n—1)!x xzn!x
n=2 n=1 n=0
+oo I +oo I
X1 n n—1 n . n+1 _
S L — - — =1
Z(n O +Z(n—1)!x Zn!x
n=1 n=0
+00 +00
I I
n+1 XN n+l 5 n-—1 n
— _n=: =1
z(n—n' +2 T G
n=0 n=1
On en déduit :
11 == 1
Et pouttout n = 2:
In+1 In+1 In—l

=0

n—1D! n (n-1)!
Soit :

Nl + I =n Iy

Inyr = —— Ih_q

A noter que cette formule reste valable pour n = 1. Elle définit les termes de rang pair et ceux
de rang impair sachant :

P—
o
[l
e T
Q.
~
[l
N |

d)

Reprenant la démarche précédente, les solutions DSE sont les solutions dont les coefficients
notés a,, vérifient en posant :




Les relations

et pourn>1:

I'ngr = — I'n_q

La suite (I',,) vérifie donc la méme relation de récurrence que la suite (I,,) et comme I'; =
I; = 1, les termes de rang impair des deux suites sont les mémes et pour ceux de rang impair,
en notant que :

sont définis par :

! 2 !
1= (5 10) by

les solutions DSE sont donc les fonctions de la forme :

+o0 +o0
_ I2p+1 2p+1 ( )z

h(x) = . 2p + 1! XA 2p
n= n=0

ou I’y est un réel arbitraire, donc de la forme :

h(x) = g(x) + k Z (22;’)! x2P
n=0

ou k est un réel arbitraire
3) Sur]—o;1] ona:
xt < xsin(t)
donc:

eXt < o¥ sin(t)

13 013
2 2

f eXtdt < f exsin(t)dt
0 0

otz
l ng(x)

X
0




Soit poura < 1

Oren —oo:

donc

d’olu par comparaison :

lim | g(x)dx =+

a—-—oo
a

Donc g n’est pas intégrable sur |—oo; 0]



