
Enoncé : Fonction Zeta de Riemann 

 

On considère la fonction : 

𝜻(𝒙) = ∑
𝟏

𝒏𝒙

𝒏≥𝟏

 

1) Donner le domaine de définition de cette fonction 

2) Montrer que 𝜻 est de classe 𝒄∞ sur son domaine de définition et donner une expression de sa 

dérivée 𝒑-ième pour tout entier naturel 𝒑 ≥ 𝟏 

3) Déterminer les variations de 𝜻 ainsi que les limites aux bornes de son domaine de définition puis 

donner un équivalent de 𝜻 à la borne inférieure de son domaine. 

4) Donner un équivalent de 𝜻(𝒙) − 𝑳 en +∞, 𝑳 étant la limite de 𝜻 en +∞ 

5) Montrer que la série de terme général 𝜻(𝒏) − 𝑳 converge et calculer : 

∑(𝜻(𝒌) − 𝟏)

𝒌≥𝟐

 

 

 

Correction : 

1) 𝐷𝜁 = ]1, +∞[ 

2) On pose : 

𝑓𝑛(𝑥) =
1

𝑛𝑥
 

Ces fonctions sont dérivables à tout ordre sur ]1, +∞[ et pour tout entier naturel 𝑝 ≥ 1 : 

𝑓𝑛
(𝑝)(𝑥) =

(−𝐿𝑛(𝑛))𝑝

𝑛𝑥
 

Elles vérifient donc pour tout réel 𝑎 > 1, sur ]𝑎, +∞[ ∶ 

|𝑓𝑛
(𝑝)(𝑥)| ≤

(𝐿𝑛(𝑛))𝑝

𝑛𝑎
 

La règle de Riemann montre que la série majorante est convergente. On en déduit que la série de 

fonctions  ∑ 𝑓𝑛
(𝑝)(𝑥)𝑛≥1  est normalement convergente donc uniformément convergente sur ]𝑎, +∞[ 

donc que 𝜁 est de classe 𝑐∞ sur ]𝑎, +∞[ donc sur ]1, +∞[ et que : 

𝜁(𝑝)(𝑥) = ∑
(−𝐿𝑛(𝑛))𝑝

𝑛𝑥

𝑛≥1

 

3) Variations : 

𝜁′(𝑥) = ∑
−𝐿𝑛(𝑛)

𝑛𝑥

𝑛≥1

< 0 



Donc 𝜁 est strictement décroissante sur ]1, +∞[ 

 

Limite en 1 : 

Par comparaison intégrale : 

𝜁(𝑥) ≥ ∫
1

𝑡𝑥

+∞

1

𝑑𝑡 =  
1

𝑥 − 1
 

Par comparaison : 

lim
𝑥→1+

𝜁(𝑥) = +∞ 

 

Limite en +∞ ∶ 

Toujours par comparaison intégrale : 

1 ≤ 𝜁(𝑥) ≤ 1 + ∫
1

𝑡𝑥

+∞

1

𝑑𝑡 = 1 +
1

𝑥 − 1
 

Par comparaison : 

lim
𝑥→+∞

𝜁(𝑥) = 1 

Equivalent en 1 : 

1

𝑥 − 1
≤ 𝜁(𝑥) ≤ 1 +

1

𝑥 − 1
 

Donc, en 1 : 

𝜁(𝑥)~
1

𝑥 − 1
 

4) On a sur ]1, +∞[  d’une part : 

1

2𝑥
≤ 𝜁(𝑥) − 1 

D’autre part : 

𝜁(𝑥) − 1 = ∑
1

𝑛𝑥

𝑛≥2

=
1

2𝑥
 ∑

2𝑥

𝑛𝑥

𝑛≥2

=
1

2𝑥
 (1 + 2𝑥 ∑

1

𝑛𝑥

𝑛≥3

) 

Donc : 

𝜁(𝑥) − 1 ≤
1

2𝑥
 (1 + 2𝑥 ∫

1

𝑡𝑥

+∞

2

𝑑𝑡) =
1

2𝑥
 (1 + 2𝑥 ×

1

(𝑥 − 1) 2𝑥−1
) =

1

2𝑥
 (1 +

2

𝑥 − 1
) 

Par comparaison, on en déduit en +∞ : 

𝜁(𝑥) − 1~
1

2𝑥
 



5) 

𝜁(𝑛) − 1~
1

2𝑛
 

Donc la série de terme général 𝜁(𝑛) − 𝐿 converge. 

∑(𝜁(𝑘) − 1)

𝑘≥2

= ∑ ∑
1

𝑛𝑘

𝑛≥2𝑘≥2

= ∑ ∑
1

𝑛𝑘

𝑘≥2𝑛≥2

= ∑
1

𝑛2
 

1

1 −
1
𝑛𝑛≥2

 

= ∑  
1

𝑛 (𝑛 − 1)
𝑛≥2

= ∑  (
1

𝑛 − 1
−

1

𝑛
)

𝑛≥2

= 1 

 


