Enoncé : Fonction Zeta de Riemann

On consideére la fonction :

=y

n21

1) Donner le domaine de définition de cette fonction

2) Montrer que { est de classe ¢™ sur son domaine de définition et donner une expression de sa
dérivée p-ieme pour tout entier naturelp > 1

3) Déterminer les variations de { ainsi que les limites aux bornes de son domaine de définition puis
donner un équivalent de ¢ a la borne inférieure de son domaine.

4) Donner un équivalent de {(x) — L en +, L étant la limite de { en +co

5) Montrer que la série de terme général {(n) — L converge et calculer :

Y-

k=2
Correction :
1) Dy = ]1,+oo[
2) On pose :
1
fa(x) = nx
Ces fonctions sont dérivables a tout ordre sur |1, + o[ et pour tout entier naturelp > 1:
FP) = T
Elles vérifient donc pour tout réel a > 1, sur ]a, +oo[ :
|fn(P)(x)| < (Lnr(l—z))p

La regle de Riemann montre que la série majorante est convergente. On en déduit que la série de

fonctions Y,sq £, P’ (x) est normalement convergente donc uniformément convergente sur Ja, +oo[
donc que ( est de classe ¢® sur |a, +oo[ donc sur |1, +oo[ et que :

(@ (x) = Z w

n
nz1

3) Variations :

Ce =Yy o <

nz1




Donc { est strictement décroissante sur |1, +oo[

Limiteen 1:

Par comparaison intégrale :
@) = f L
X —dt = ——
¢ )t x—1

Par comparaison :

Jim () = o

Limite en + o0 :

Toujours par comparaison intégrale :

1< ()<1+f+w1dt—1+ !
=)= , - x—1
Par comparaison :
lim {(x) =1
X—+o00
Equivalenten1:
<) <1+—
x—l_gx B x—1
Donc,enl:
1
S~ —
4) Onasur]1,+oo[ d’une part:
1
FSZ(x)—l

D’autre part :

1 128 1 1
«wq;ihfﬁz ﬁ=§1+zzﬁ;

n=2 nx2 n=3
Donc:
(x) 1<1 1+2xf+001dt 1(1+2x ! ) 1(1+ 2
— R J— —_— X— | =— -
(W -1=5 , 2% (x—1)2*1) 2% x—1
Par comparaison, on en déduit en oo :
1
((x) =1~




()~ 1~ o

Donc la série de terme général {(n) — L converge.
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