Enoncé

1) Construire une suite de fonctions (f;,(x)),, e y définie sur " intervalle [0,1] convergeant simplement
mais non uniformément vers la fonction identiquement nulle dans chacun des cas suivants

1% cas:
supo1](Ifn () =1
28me cas
im suppo.y (I ()] = +o0
On donnera un exemple pour chaque cas avec :

- Chaque fonction de la suite non continue sur [0,1]
- Chagque fonction de la suite continue mais non dérivable sur [0,1]

2) On consideére la suite de fonctions (f;, (%)), e y définie sur I’ intervalle [0,1] par :

) = e (7

a) Montrer que cette suite de fonctions tend simplement sur [0,1] vers la fonction identiquement nulle
mais pas uniformément.

b) Soit la suite de terme général :

1
oy = fo fu(@) dx

Montrer que :

lim a, =0
n—+oo

Montrer que la série de terme général a,, converge et donner sa valeur.

c¢) On modifie légérement la suite de fonctions précédente en la multipliant par un facteur
2

fu) = by e ™ )

Donner un exemple de facteur b,, tel que la suite a,, telle que définie en b) converge mais que la série
associée diverge et que la suite de fonction ne converge pas uniformément sur [0,1]



Solution :

1)
1% cas:
- Chaque fonction de la suite non continue sur [0,1]
fo(1) =1 ,pourx+1 fp(x) =0
11
pourn=>1: f,(x)=1sur ﬁ'ﬁ] ,0 sinon
- Chaque fonction de la suite continue mais non dérivable sur [0,1]
fo() =1 ,pourx#1 fo(x) =0
pourn=>1: f,(x)=2—-2nxsur [il] ,2 N X sur [Oi] ,0 sinon
2n'n 2n
28me cas

- Chaque fonction de la suite non continue sur [0,1]

fo) =1 ,pourx #1 fo(x) =0

1 1 ]
pourn=>1: f,(x) =nsur [ﬂﬁ] ,0 sinon

- Chaque fonction de la suite continue mais non dérivable sur [0,1]

fo) =1 ,pourx #1 fo(x) =0

1 1 1
>1: =2n-—2n? [—,—],2 2 [—] '
pourn frn(x) n n° x sur n'm n* x sur |0 o 0 sinon



a)
" fs 5] F2
0 02 04 06 08 1
six #0:
1 2
—n* (x - —) ~ —ntx?
n
Donc:
122
lim —n* (x——) = —00
n-+oo n
Et:
1 2
lim e_n4 (x_ﬁ) =0
n—-+oo
six=0:
_oa(_ 1)
lim e ( n) = lim e ™ =0
n—-+oo n—+oo

La suite de fonction tend donc simplement vers la fonction identiquement nulle. Cependant :

supjo,(Ifn (D) =1

qui ne tend pas vers 0, donc la convergence n’est pas uniforme.
b)

Procédons au changement de variable :

alors



1 (" (n—-1)
an =— et dt
n=J_n

t

. . . c s s . —t2
Or I'intégrale impropre associée a la fonction e~t” est convergente en +oo et en —oo, de valeur V1

donc:

a~_
" n

Ainsi la suite de terme général a,, tend vers O et la série associée converge

c) Il suffit de prendre :

b,=n
Car alors :
NG
a A~ —
" n

Et la suite de fonctions converge encore simplement vers la fonction identiquement nulle mais :

supio](fu () = vn

Donc elle ne converge pas uniformément.



