
Enoncé : 

1) Montrer, en précisant le domaine de validité, que : 

𝑻𝒂𝒏(𝒂 + 𝒃) =
𝑻𝒂𝒏(𝒂) + 𝑻𝒂𝒏(𝒃)

𝟏 − 𝑻𝒂𝒏(𝒂) 𝑻𝒂𝒏(𝒃)
 

2) En déduire une expression de 𝑻𝒂𝒏(𝟐 𝒙) en fonction de 𝑻𝒂𝒏(𝒙) en précisant le domaine de 

validité 

3) Montrer que : 

𝑨𝒕𝒂𝒏(𝒙) + 𝑨𝒕𝒂𝒏 (
𝟏

𝒙
) = 𝜺 

𝝅

𝟐
 

Où 𝜺 = 𝟏 sur ]𝟎, +∞[, −𝟏 𝒔𝒖𝒓 ]−∞, 𝟎[ 

4) On considère les fonctions : 

𝒇(𝒙) = 𝑨𝒕𝒂𝒏(𝒙),           𝒈(𝒙) =
𝟏

𝟐
 𝑨𝒕𝒂𝒏 (

𝟐 𝒙

𝟏 − 𝒙𝟐
) 

Montrer de deux façons différentes, que : 

𝒇(𝒙) = 𝒈(𝒙)  𝒔𝒖𝒓 ]−𝟏, 𝟏[ 

𝒇(𝒙) = 𝒈(𝒙) +
𝝅

𝟐
  𝒔𝒖𝒓 ]𝟏, +∞[ 

𝒇(𝒙) = 𝒈(𝒙) −
𝝅

𝟐
  𝒔𝒖𝒓 ]−∞, −𝟏[ 

On en déduit ainsi que sur ℝ\{−𝟏, 𝟏} ∶  𝒇′(𝒙) = 𝒈′(𝒙) 

5) Application : On considère la fonction : 

𝒉(𝒙) = 𝑨𝒕𝒂𝒏 (√𝟏 + 𝒙𝟐 − 𝒙) 

Montrer que : 

𝒉′(𝒙) = −
𝟏

𝟐
 𝒇′(𝒙)  

et en déduire 𝒉′(𝒙). 

Retrouver ce résultat par dérivation composée. 

 

 

Correction  

1)  

𝑇𝑎𝑛(𝑎 + 𝑏) =
sin(𝑎 + 𝑏)

𝑐𝑜𝑠(𝑎 + 𝑏)
=

𝑠𝑖𝑛(𝑎) 𝑐𝑜𝑠(𝑏) + 𝑐𝑜𝑠(𝑎) 𝑠𝑖𝑛(𝑏)

𝑐𝑜𝑠(𝑎) 𝑐𝑜𝑠(𝑏) − 𝑠𝑖𝑛(𝑎) 𝑠𝑖𝑛(𝑏)
 



𝑠𝑖𝑛(𝑎) 𝑐𝑜𝑠(𝑏)
𝑐𝑜𝑠(𝑎) 𝑐𝑜𝑠(𝑏)

+
𝑐𝑜𝑠(𝑎) 𝑠𝑖𝑛(𝑏)
𝑐𝑜𝑠(𝑎) 𝑐𝑜𝑠(𝑏)

𝑐𝑜𝑠(𝑎) 𝑐𝑜𝑠(𝑏)
𝑐𝑜𝑠(𝑎) 𝑐𝑜𝑠(𝑏)

−
𝑠𝑖𝑛(𝑎) 𝑠𝑖𝑛(𝑏)
𝑐𝑜𝑠(𝑎) 𝑐𝑜𝑠(𝑏)

=
𝑇𝑎𝑛(𝑎) + 𝑇𝑎𝑛(𝑏)

1 − 𝑇𝑎𝑛(𝑎) 𝑇𝑎𝑛(𝑏)
 

Valable pour (𝑎, 𝑏) tels que 𝑎 ∉  
𝜋

2
+ 𝜋 𝕫, 𝑏 ∉  

𝜋

2
+ 𝜋 𝕫, 𝑎 + 𝑏 ∉  

𝜋

2
+ 𝜋 𝕫 

2)  

𝑇𝑎𝑛(2 𝑥) =
2 𝑇𝑎𝑛(𝑥)

1 − 𝑇𝑎𝑛2(𝑥) 
 

Valable pour 𝑥 ∉  
𝜋

4
+ 𝜋 𝕫 

3) Posons pour 𝑥 ∈  ℝ ∶ 

𝑘(𝑥) =  𝐴𝑡𝑎𝑛(𝑥) + 𝐴𝑡𝑎𝑛 (
1

𝑥
) 

Alors : 

𝑘′(𝑥) =
1

1 + 𝑥2
+

−
1

𝑥2

1 +
1

𝑥2

= 0  

Donc sur ]0, +∞[ : 

𝐴𝑡𝑎𝑛(𝑥) + 𝐴𝑡𝑎𝑛 (
1

𝑥
) = lim

𝑥→0+
𝑘(𝑥) =

𝜋

2
 

Et  sur ]−∞, 0[ : 

𝐴𝑡𝑎𝑛(𝑥) + 𝐴𝑡𝑎𝑛 (
1

𝑥
) = lim

𝑥→0−
𝑘(𝑥) = −

𝜋

2
 

 

 

4) 

Pour 𝑥 ∈ ]−1,1[ ∶  𝑓(𝑥) ∈ ]−
𝜋

4
,

𝜋

4
[ et : 

𝑇𝑎𝑛(2 𝑓(𝑥)) =
2 𝑇𝑎𝑛( 𝑓(𝑥))

1 − 𝑇𝑎𝑛2( 𝑓(𝑥)) 
=

2 𝑥

1 − 𝑥2 
 

Or : 

2 𝑓(𝑥) ∈ ]−
𝜋

2
,
𝜋

2
[ 

Donc : 

2 𝑓(𝑥) = 𝐴𝑡𝑎𝑛 (
2 𝑥

1 − 𝑥2 
) 

Soit : 

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) 



Pour 𝑥 ∈ ]1, +∞[ ∶ 𝑓(𝑥) ∈ ]
𝜋

4
,

𝜋

2
[: 

𝑇𝑎𝑛(2 𝑓(𝑥)) =
2 𝑥

1 − 𝑥2 
 

Mais : 

2 𝑓(𝑥) ∈ ]
𝜋

2
, 𝜋[ 

Donc : 

2 𝑓(𝑥) − 𝜋 ∈ ]−
𝜋

2
,
𝜋

2
[ 

et 

𝑇𝑎𝑛(2 𝑓(𝑥) − 𝜋) =
2 𝑥

1 − 𝑥2 
 

Soit : 

2 𝑓(𝑥) − 𝜋 = 𝐴𝑡𝑎𝑛 (
2 𝑥

1 − 𝑥2 
) 

Donc : 

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) +
𝜋

2
 

Un raisonnement analogue se fait sur ]−∞, −1[ 

 

Autre méthode :  

 

Sur ℝ\{−1,1} 𝑓 et 𝑔 sont dérivables et : 

𝑓′(𝑥) =
1

1 + 𝑥2
 

𝑔′(𝑥) =
1

2
 

(
2 𝑥

1 − 𝑥2)
′

1 + (
2 𝑥

1 − 𝑥2)
2 =

1

2
 

2 (1 − 𝑥2) − 2 𝑥 (−2 𝑥)
(1 − 𝑥2)2

1 − 2 𝑥2 + 𝑥4 + 4 𝑥2 
(1 − 𝑥2)2

=
1

2
 
2 (1 + 𝑥2)

(1 + 𝑥2)2
=

1

1 + 𝑥2
= 𝑓′(𝑥) 

Donc sur ]−1,1[ ∶ 

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) + 𝐶 

𝐶 étant une constante déterminée par la valeur en 0 qui est nulle donc 𝐶 = 0 

 Sur ]1, +∞[ : 

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) + 𝐷 

𝐷 étant une constante déterminée en passant à  la limite en 1+ ce qui donne  



𝜋

4
= −

𝜋

4
+ 𝐷 

Soit : 

𝐷 =
𝜋

2
 

Même travail sur ]−∞, −1[  

 

5) Notons d’abord que :  

(√1 + 𝑥2 − 𝑥)
2

= 1 ⇔ 1 + 𝑥2 − 2 𝑥 √1 + 𝑥2 + 𝑥2 = 1 

⇔ 2 𝑥 (𝑥 − √1 + 𝑥2) = 0 

⇔  𝑥 = 0  𝑜𝑢 𝑥 = √1 + 𝑥2 

⇔  𝑥 = 0  

Donc pour 𝑥 ≠ 0, √1 + 𝑥2 − 𝑥 ∈ ℝ\{−1,1}. 

On introduit ensuite, pour 𝑥 ≠ 0 : 

𝑙(𝑥) =
1

2
𝐴𝑡𝑎𝑛 (

2 (√1 + 𝑥2 − 𝑥)

1 − (√1 + 𝑥2 − 𝑥)
2) 

=
1

2
𝐴𝑡𝑎𝑛 (

2 (√1 + 𝑥2 − 𝑥)

1 − (1 + 𝑥2 − 2 𝑥 √1 + 𝑥2 + 𝑥2)
) 

=
1

2
𝐴𝑡𝑎𝑛 (

2 (√1 + 𝑥2 − 𝑥)

2 𝑥 (−𝑥 +  √1 + 𝑥2)
) 

=
1

2
𝐴𝑡𝑎𝑛 (

1

𝑥
) 

et ℎ(𝑥) et 𝑙(𝑥) diffèrent d’une constante sur ]−∞, −1[, ]−1,1[  𝑒𝑡]1, +∞[ . 

On a donc sur ℝ∗: 

ℎ′(𝑥) = 𝑙′(𝑥) = (
1

2
𝐴𝑡𝑎𝑛 (

1

𝑥
))

′

= (−
1

2
𝐴𝑡𝑎𝑛(𝑥))

′

= −
1

2 (1 + 𝑥2)
 

La formule restant valable en 0 par passage à la limite car ℎ est de continument dérivable sur ℝ. 

 

Autre méthode : 

On dérive par composée : 

ℎ(𝑥) = 𝐴𝑡𝑎𝑛 (√1 + 𝑥2 − 𝑥) 



ℎ′(𝑥) =
(√1 + 𝑥2 − 𝑥)′

1 + (√1 + 𝑥2 − 𝑥)
2 

=

2 𝑥

2 √1 + 𝑥2
− 1

1 + 1 + 𝑥2 − 2 𝑥 √1 + 𝑥2 + 𝑥2
 

=
𝑥 − √1 + 𝑥2

2 √1 + 𝑥2 (1 + 𝑥2 −  𝑥 √1 + 𝑥2)
 

=
𝑥 − √1 + 𝑥2

2 √1 + 𝑥2  √1 + 𝑥2(√1 + 𝑥2 −  𝑥 )
 

= −
1

2( 1 + 𝑥2)
 

 

 

 


