Exercice 1 :

1) Etablir la propriété :

a+b a—>b
V (a,b) € R?: sin(a)+sin(b)=25in< 5 )cos( > )

2) En déduire une formule, pour tout entier naturel n et tout réel x pour :
sin((n + 2) x) + sin(n x)
3) Montrer que pour tout entier naturel n il existe un polynéme P, de degré n tel que :
v x € R:sin((n+ 1)x) = sin(x) B,(cos(x))
Conseil : on pourra procéder par une récurrence forte

4) En déduire une relation de récurrence caractérisant la suite de polynéme P, et
déterminer le coefficient de terme de plus haut degré de P,

5) Déterminer Py, P;, P,, P;, P,

6) Montrer qu’il ne peut y avoir qu’un seul polynéme P vérifiant :

VxeR: sin((n + 1)x) = sin(x) P(cos(x)
7) Retrouver directement P; par duplications successives de sin(4 x)
Exercice 2 :

1) Etablir la propriété :

+b —-b
V (a,b) € R?: cos(a) + cos(b) = 2 cos (a > ) cos (a 5 )

2) En déduire une formule, pour tout entier naturel n et tout réel x pour :
cos((n +2) x) + cos(n x)
3) Montrer que pour tout entier naturel n il existe un polynéme P, de degré n tel que :
Vx €R:cos(nx) = B,(cos(x))
Conseil : on pourra procéder par une récurrence forte

4) En déduire une relation de récurrence caractérisant la suite de polynéme P, et
déterminer le coefficient de terme de plus haut degré de P,

5) Déterminer Py, Py, P,, P5, P,

6) Montrer qu’il ne peut y avoir qu’un seul polyn6me P vérifiant :

Vx €R:cos(nx) = P(cos(x))



Corrections :
Exercice 1 :

1) Il s’agit d’utiliser les formules de duplication. Ainsi, on cherche 'unique couple
(x,y) de réels tels que :

x+ty=a
&—yzb

Soit, par somme et différence :

Ainsi :
sin(a) + sin(b) = sin(x + y) + sin(x — y)
= sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y) + sin(x) cos(y) — cos(x) sin (y)

= 2 sin(x) cos(y)

— 5 <a+b) (a—b)
=2sin|—; cos | —;

2) Onendéduitpoura=(n+2)x, b=nx:

n+2)x +nx> cos<(n+2)x —nx)
2 2

sin((n +2) x) + sin(nx) =2 sin(

soit :

sin((n +2) x) + sin(nx) = 2 sin((n +1) x) cos (x)

3) Considérons le prédicat posé en la variable n :
Q,, = il existe un polynébme P, de degré n tel que :
VxeR: sin((n + 1)x) = sin(x) B,(cos(x))
Initialisation : Pourn =0etn =1:
Ona:

VxeR: sin((O + 1)x) = sin(x) = sin(x) Py(cos(x)) en posant Py(t) =1




VxeR: sin((l + 1)x) = 2 sin(x) cos(x) = sin(x) P;(cos(x)) enposant P,(t) =2t
Donc Qg et Q; sont vraies

Hérédité : Soit un entier n = 1 tel que pour entier naturel 0 < k < n Qy soit vraie, alors on
a, d’apreés la propriété précédente :

vx €R:sin((n+2)x) =2 sin((n+ 1) x) cos(x) — sin(n x)
= 2 sin(x) P,(cos(x)) cos(x) — sin(x) P,_,(cos(x))
= sin(x) (2 cos(x) P,(cos(x)) — Pp_y(cos(x)))
Posons alors pour tout réel ¢ :

Pn+1(t) =2 tPn(t) - Pn—l(t)

alors :
Vx € R:sin((n+ 2)x) = sin(x) Ppyq(cos(x))
et:
d' (P () =d’ (2t (0) =n+1
Donc Qn+1

La propriété @Q,, est donc vraie pour tout entier naturel n

4) Une relation de récurrence est apparue dans la démonstration de I’hérédité.
Décalons-la d’un indice. On a alors pour tout entier naturel n :

Priz(t) = 2t Ppyq () — By(0)
avec :
Py(t) =1
P(t) =2t

La suite des coefficients a,, des termes de plus haut degré des polyn6mes P, vérifie la
relation de récurrence :

An+1 = 2 ap

Avec :



On en déduit, pour tout entier naturel n :

a, =2"

5) Cela permet d’en déduire les polyndmes B, (t) de proche en proche. Ainsi :
P(t) =2t P (t) — Py(t) =4t*—1
P;(t)=2tP,(t) —P(t) =2t (4t>—1)— 2t=8t3—4t¢t
P(t) =2tP;(t) —P,(t) =2t (8t3 —4t)— (4t?—1)=16t*—12t*+1
6) Soient deux polynémes P et Q vérifiant :
Vx € R:sin(x) P(cos(x)) = sin(x) Q(cos(x))
Alors pour tout réel t de |—1; 1], il existe un réel x tel que :
t =cos(x) et sin(x) #0
Donc:
vxe]-11[: P(6) = Q(t)

Les deux polynémes coincident donc sur un méme intervalle non réduit a un point. lls ont
donc le méme degré et les mémes coefficients.

7) Onapourtout réel x :
sin(4x) =sin(2x+ 2 x)
=2 sin(2 x) cos(2 x)
=2 x 2 sin(x) cos(x) (2cos?(x) — 1)
= sin(x) (8 cos3(x) — 4 cos(x))
Ainsi :

P;(t) =8t3—4t




Exercice 2 :
Cet exercice se résout de fagon analogue au précédent.

1) Il s’agit d’utiliser les formules de duplication. Ainsi, on cherche 'unique couple
(x,y) de réels tels que :

x+ty=a
&—yzb

Soit, par somme et différence :

Ainsi :
cos(a) + cos(b) = cos(x +y) + cos(x — y)
= cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y) + cos(x) cos(y) + sin(x) sin (y)

= 2 cos(x) cos(y)

—> (a+b) (a—b)
= 2 cos > cos >

2) Onendéduitpoura=(n+2)x, b=nx:

n+2)x +nx> cos<(n+2)x —nx)
2 2

cos((n + 2) x) +cos(nx) =2 cos(

soit :

cos((n +2) x) +cos(nx) =2 cos((n +1) x) cos (x)

3) Considérons le prédicat posé en la variable n :

Q,, = il existe un polynébme P, de degré n tel que :
Vx €R:cos(nx) = B,(cos(x))
Initialisation : Pourn =0etn=1:

Ona:




Vx€R:cos(0x) =1= Py(cos(x)) enposant Py(t) =1
Vx €R:cos(1x)=cos(x)=P;(cos(x)) enposantP,(t) = t
Donc Q, et Q; sont vraies

Hérédité : Soit un entier n > 1 tel que pour entier naturel 0 < k < n Qy soit vraie, alors on
a, d’apres la propriété précédente, décalée d’un indice :

Vx €R:cos((n+1)x) =2 cos(nx)cos(x) — cos((n—1) x)
= 2 B,(cos(x)) cos(x) — P,,_,(cos(x))
Posons alors pour tout réel t :

Pn+1(t) =2 tPn(t) - Pn—l(t)

alors :
Vx €R:cos((n+1)x) = Pyyq(cos(x))
et:
d' (P =d’ (2t B,®) =n+1
Donc Qn+1

La propriété Q,, est donc vraie pour tout entier naturel n

4) Une relation de récurrence est apparue dans la démonstration de I’hérédité.
Décalons-la d’un indice. On a alors pour tout entier naturel n :

Ppia(t) = 2t Ppyq () — Bu(6)
avec:
Py(t) =1
Pt =t

La suite des coefficients a,, des termes de plus haut degré des polynémes P, vérifie la
relation de récurrence a partirdurang 1:

Any1 = 2 ap
Avec :

a1=1



On en déduit, pour tout entier naturel n non nul :

a, =2"1

5) Cela permet d’en déduire les polynémes B, (t) de proche en proche. Ainsi :
P(t) =2tP(t)—Py(t) =2t%>—1
Ps(t)=2tP,(t) —P(t) =2t (2t*—-1)— t=4¢t>-3¢

P(t) =2tP;(t) —P,(t) =2t (4t3—-3¢t)— (2t?—-1)=8t*—-8t%2+1

6) Cestle méme traitement qu’a la question 6) de I'exercice 1




