Symeétrie vectorielle plane

Enoncé :

5
L'espace étant muni d’'une base orthonormée directe (T,f, k), on considere les trois vecteurs

(0)7(2)% 0

Soit p la projection vectorielle sur le plan vectoriel engendré par les vecteurs [ et |

suivants

parallélement a la droite vectorielle engendrée par le vecteur K et s la symétrie vectorielle
par rapport a ce méme plan parallelement a cette méme droite.

1) Vérifier que (f,f,]?) est une base de I'espace

2) Représenter les trois vecteurs f,f,l_() en perspective
3) Soit U un vecteur quelconque de I'espace. Exprimer s(i) en fonction de U et de p ()

On décompose u dans la base (f,f,l?) sous la forme :
i=al+B]+yvK
4) Exprimer p(@) puis s(i) dans la méme base
On décompose U dans la base (7,7, E) sous la forme :
d=xI+y]+zK

5) Exprimer sous forme d’un systéme, les relations existant entre x,y,zeta, S,y
6) En déduire une expression de «, 8,y en fonction de x, y, z

On introduit les colonnes coordonnées de 1 et de p(#) dans la base (7,7, E)

X x'
<}’) et (y’) respectivement
VA !

VA

7) Ecrire sous forme matricielle la relation existant entre ces deux vecteurs colonnes
8) Traiter les mémes questions en remplacant p (i) par s(u)



Solution

1) Calculons le déterminant des trois vecteurs dans la base (T,f, E)

0 -1 1 -1 1 -1 1
__ 2 — 4% (—4) +2x (—1) = —18
Lzl g ; 4|2 2|+ |0 1| Ax(-4)+2x

Le déterminant étant non nul, (f,f,l_f) est une base de I'espace

2)
3)
s@) =p@) + (& —p@) =2p@) -1
4)
p@) =al+pB]
s@=al+pBJ-yvK
5)

o)-e(e)ee (5) Q)

x=—-f+y
{ y=4a+y
z=2a+2F+5y

6) On résout le systeme précédent par la méthode de Gauss en prenant la troisieme
éguation comme ligne pivot pour la premiere étape

4a + y =Yy
-+ vy =x

{ 2a+2L+5y =z

{2a+23+5y =z

-4 -9y =y—2z
-+ vy =x
{ 2a+2L+5y =z

-4 -9y =y—2z
—13y =—4x+y—-2z



A ce stade le systeme est triangulaire. Nous allons le rendre diagonal en exécutant le
méme procédé de combinaisons mais en, remontant depuis la derniére

26 +260 =-20x+5y+3z
{ 52 =-36x—4y+8z
13y =—4x+y—-2z
26 +260 =-20x+5y+3z
{ 26 =—-18x—-2y+4z
—13y =—4x+y—-2z

26 a =—-2x+7y—z
{ 26 =—-18x—-2y+4z
—-13y =—4x+y-—-2z

Finalement :

13=-9x—y+2z

{26a=—2x+7y— z
13y =4x—y+2z

Soit matriciellement :

a 1 [ 2 7 =1\ /x
<ﬁ> =3¢ (—18 -2 4 ) <y>
14 8 -2 4 z
On vérifie au passage que :
1 [ —2 7 -1\ /0 -1 1 1 0 O
26 -18 -2 4 4 0 1)={({0 1 0
8 -2 4 2 2 5 0 0 1

(2)-()-#(2)

7) Ona:

Soit :

y=4a
zZ=2a+2p



!

1
X ——%(—18x—2y+4z)

, 1
] y—4><%(—2x+7y—z)

, 1 1
|z’ =2 x%(—2x+7y— z)+2 x%(—18x—2y+4z)

(=Ll oxty-22
x'==0Ox+y-2z2

A

, 1
y —E(—4x+14y— 27)

1
Kz’=E(—20x+5y+32)

()-% (0 2)6
y]==[-4 14 -2 (y)
) B\l 5 3/\z

On vérifie au passage que I'on a bien :
0N /9 1 =-2\/0
()= o 2
8) On peut déduire de la relation s(1) = 2 p(U) — U
x' o (9 1 =2\ \x x
()5 2 2)0)-0)
z' -20 5 3 z Z
X\ 1 /18 2 —4\,x 1/13 0 0\
)-wla o 9)6)-s(r o o)0
x: 1 5 2 =4\ /x
)5 5 =)0

On vérifie au passage que I'on a:

~1)==(-8 15 -4)(1
—s/ Bl\a0 10 -7/ \s

Soit matriciellement :



