Symeétrie vectorielle orthogonale par rapport a un plan dans I'espace

Enoncé :

L'espace étant muni d’une base orthonormée directe (?,f, k), on considere les deux vecteurs

670

Soit p la projection vectorielle orthogonale sur le plan vectoriel engendré par les vecteurs [

suivants

et ] et s la symétrie vectorielle orthogonale par rapport a ce méme plan.

1) Vérifier que (I',] ) est bien une partie libre de I'espace
2) En utilisant le procédé d’orthonormalisation de Schmidt, déterminer une base
orthonormale (fl ,fl ) du plan vectoriel engendré par (f,f)

3) Soit % un vecteur quelconque de 'espace. Exprimer p(%) en fonction de 4,1, ,J; et
du produit scalaire
4) Exprimer s(u) en fonction de U et de p(u)

On décompose u dans la base (i’,j’, E) sous la forme :
Ui=xl+yJ+zK
et on introduit les colonnes coordonnées de i et de p(#) dans la base (7,7, E)
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5) Ecrire sous forme matricielle la relation existant entre ces deux vecteurs-colonne

6) Vérifier quefest bien invariant par la transformation

7) Traiter les mémes questions en remplacant p (i) par s(u)

8) Calculer les coordonnées de A fet montrer qu’il est changé en son opposé par la
symétrie



Solution

1) Partons de la nullité d’'une combinaison linéaire de Tet def

al+B]=0

o) (2)-(o)

3=0
:>{ a+p=0
2a—-20=0

>a=£=0

2) Une base orthonormale s’obtient ainsi

=l 1(2)
1= s —=
17 Vs,

Pour fl on cherche d’abord fz orthogonal a 71 sous la forme :

L=alh+]
La condition d’orthogonalité s’écrit :
jz : f1 =0
Soit :
(@l +])-T,=0
Il en découle :
a=—jI,
D’ou:
jz :j— (jfl) fl

, > > 7
Sa colonne coordonnée dans (l,], k) est:

x 3) 1 1 (9
<}Z]>=(_12>_E(3X0+1X1+(_2)X2)E<;>
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Reste a normer J, :

o=
A

Or:
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3) Complétons (I ,]; ) en une base orthonormale de I’espace (I;,]; ,K;). On a
alors :

l_i=(a'fl)fl+(a']_)1)]_)1+(a'1_()1)1_()1

On en déduit :

p(U) = (a : f1) f1 + (1_1 'j1)j1

4)

s()=2pU)—1u

5) Larelation 3) précédente se traduit par :
"l=—=@Wp+22) =|1]|+——(15x+8y—42) 8
y,> YT E\,)  Va0s e

z
x’ 1 0 1 15
)Z/,>=§(y+22) <%>+E(15x+8y—4z) _84)

N\ e 0 | /225x+120y— 60z
N y+22 |+ — [ 120x+64y—32
<3Z'> 305 (y ) 305 ( xTory Z)

2y+4z —-60x—32y+16z




!

x' 1 225x+ 120y —-60z
"l=——=1 120 125 90
(321 ) 305 ( X+ y+ z)

—60x+90y + 260z

Soit matriciellement, apres simplification par 5:
x' 1 (45 24 12\ /x
y'|= a1 24 25 18 (3’)
z' —-12 18 52 z

6) On peut vérifier que le vecteurfest invariant :

1 (45 24 —12\/3 3
a(24 25 18><1>=<1>
-12 18 52/\-2/ \-2

7) Onse sert de larelation :

s()=2p)—1u
<x’> ) (45 24 —12\ ;X\ 4 (61 0 0\ /X
y == 24 25 18><y)——<0 61 0><y>
o) 01 \_12 18 s52/\2 ©1\o o 61/ \2
X\ (29 48 —24\ /X
y]==|48 -11 36 <y>
7 24 36 43/)\z

8) Les coordonnées de A fsont :

((2)-()

Les coordonnées du symétrique s’obtiennent en appliquant la matrice :

1 /29 48 —24\/—4 4
48 —11 36| 6 |=(-6
—24 36 43/\-3 3



