Enoncé :

Soit f une fonction de [0, +[ dans R continue et bornée et la suite (I,,) définie pour toutn € N
par:

+00
In:f nf(x)e™*dx
0

a) Déterminer :

L= lim I,

n—+oo
b) On suppose que f admet une dérivée a droite en 0. Donner un équivalentde I,, — L

c) On suppose que f est de classe C*. Donner un développement asymptotique de I, a l'ordre p

. . 1
sur I’échelle de comparaison (—k) .
"/ keN

Correction :
a) Traduisons la continuité en 0 par |'existence d’une fonction & tendant vers 0 en 0 telle que :
Vx €[0,+oo[: f(x) =f(0) +&(x)

Alors :

400

+o0
I =f n £(0) e‘”xdx+f ne(x) e "*dx
0 0

Or:

[ nr@eax = f@ [- e = £(0)
0

Et pour un réel quelconque a > 0 :

+00 a +00
f ne(x) e "*dx :f n &(x) e‘”xdx+f ne(x) e " *dx
0

0 a

Donc:

+ 00

a
Sf nlg(x)le_”xdx+f nle(x)| e™™* dx
0 a

+00
f ne(x) e "*dx
0

Or f étant bornée sur [0, + o], € I'est aussi, donc il existe un réel M > 0 tel que :
Vx€[0,+oof: |[e(x)|<M
€ tendant vers 0 en 0, pour un réel h > 0 arbitraire, il existe un réel a > 0 tel que :
Vx€ [0,a]: |[e(x)|<h

Pour ce réel a ona donc:

+ 00

a
Shf ne‘”xdx+Mf n e "dx
0 a

+00
f ne(x) e " *dx
0




Soit :

<h(l—-em™¥)+Me™¢

+o0
f ne(x) e " *dx
0

Or:
lirIl h(l—e™)+Me ™ *=h<2h
n—-4+oo
Donc:
+o0
dng€EN:n>ny = f ne(x)e™™*dx|<2h
0
Dol :
+oco
lim ne(x)e™™*dx =0
n—+oo 0
Et:
lim I, = f(0)
n-+oo

b) ) Traduisons la dérivabilité a droite en 0 par I'existence d’une fonction & tendant vers 0 en 0 telle
que:

Vx €[0,4+0of: f(x)=f(0)+xf3(0) +xex)
Alors :

+ 00 + 00

+00
I, =f n £(0) e‘n"dx+f nx f;(0) e‘”xdx+f nxe(x) e " dx
0 0 0

Or, en intégrant par partie :

_fi(®

n

+0oo +00
-[ nx f(0) e ™™* dx = f;(0) ([—x e mXEe +f e X dx)
0 0
Et pour un réel quelconque a > 0 :

+00 a +00
j nxe(x) e " dx =f nx e(x) e_”xdx+f nxe(x) e " dx
0 0 a

Donc:

+00
j ne(x) e "*dx
0

a +o00
Sf nxls(x)le_”xdx+f nxle(x)| e ¥ dx
0 a

Or f étant bornée sur [0, + o], € I'est aussi, donc il existe un réel M > 0 tel que :
Vx€[0,+oof: |[e(x)|<M
€ tendant vers 0 en O, pour un réel h > 0 arbitraire, il existe unréel a > 0 tel que :

Vx€ [0,a]: |le(x)]<h



Pour ce réel a onadonc:

+ 00

a
Shf nxe_”xdx+Mf nxe "*dx
0 a

+00
f nxe(x) e "*dx
0

Soit, aprés intégrations par partie :

+00
f nxe(x) e dx
0

1—eMa e~na
<h (——ae""a> +M
n n

Donc, en multipliant par n les deux membres :

<h ((1 —e 4) — ane‘”“) +Me ™4

+00
nf nxe(x) e " dx
0

Or:
lim h((l—e‘”“)—ane‘”“) +Me™m*=h<2h
n—-+oo
Donc:
+00
dngeN:n>ny, = nf nxelx) e " dx|<2h
0
D'ou:
+o0
lim nf ne(x)e™™*dx =0
n—-+oo 0
Donc:
+0oo 1
f ne(x) e‘”xdx=o(—)
0 n
Et:
fa(0)
= F O~

c) Intégrons par partie en posant :
u(x) =f(x), vE)=nem*

u,(x) = f,(X), U(X) = —e X

I = [-f@)e™ )¢ + fl(x)e ™ * dx
0

+ 00

1
=f(0) +— f nf'(x)e™™* dx
nJo
Et par une récurrence triviale :

fP0 | f20) f@0) 1
s ne LI oSl o

I, =f(0)+ f+oonf(p+1)(x) e X dy
0



Ou:
+00

I
im n f@+HD(x) e™* dx = fF@+D(0)

n—-+oo 0
Soit :

1 [t
(p+1 -
np+1 .L nfPG e nxdx:()(i)
nbP




