
Enoncé : 

Soit 𝒇 une fonction de [𝟎, +∞[ dans ℝ continue et bornée et la suite (𝑰𝒏) définie pour tout 𝒏 ∈ ℕ 

par : 

𝑰𝒏 = ∫ 𝒏 𝒇(𝒙) 𝒆−𝒏 𝒙 𝒅𝒙
+∞

𝟎

 

a) Déterminer : 

𝑳 = 𝐥𝐢𝐦
𝒏⟶+∞

𝑰𝒏 

b) On suppose que 𝒇 admet une dérivée à droite en 0. Donner un équivalent de 𝑰𝒏 − 𝑳 

c) On suppose que 𝒇 est de classe 𝓒∞. Donner un développement asymptotique de  𝑰𝒏 à l’ordre 𝒑 

sur l’échelle de comparaison (
𝟏

𝒏𝒌)
𝒌 ∈ ℕ

. 

  

Correction : 

a)  Traduisons la continuité en 0 par l’existence d’une fonction 𝜀 tendant vers 0 en 0 telle que : 

∀ 𝑥 ∈ [0, +∞[ ∶  𝑓(𝑥) = 𝑓(0) + 𝜀(𝑥)  

Alors : 

𝐼𝑛 = ∫ 𝑛 𝑓(0) 𝑒−𝑛 𝑥  𝑑𝑥
+∞

0

+ ∫ 𝑛 𝜀(𝑥)  𝑒−𝑛 𝑥  𝑑𝑥
+∞

0

 

Or : 

∫ 𝑛 𝑓(0) 𝑒−𝑛 𝑥  𝑑𝑥
+∞

0

= 𝑓(0) [− 𝑒−𝑛 𝑥]0
+∞ = 𝑓(0) 

Et pour un réel quelconque 𝑎 > 0 ∶ 

∫ 𝑛 𝜀(𝑥)  𝑒−𝑛 𝑥  𝑑𝑥
+∞

0

= ∫ 𝑛 𝜀(𝑥)  𝑒−𝑛 𝑥 𝑑𝑥
𝑎

0

+ ∫ 𝑛 𝜀(𝑥)  𝑒−𝑛 𝑥 𝑑𝑥
+∞

𝑎

 

Donc : 

|∫ 𝑛 𝜀(𝑥)  𝑒−𝑛 𝑥  𝑑𝑥
+∞

0

| ≤ ∫ 𝑛 |𝜀(𝑥)|𝑒−𝑛 𝑥 𝑑𝑥
𝑎

0

+ ∫ 𝑛 |𝜀(𝑥)|  𝑒−𝑛 𝑥 𝑑𝑥
+∞

𝑎

 

Or 𝑓 étant bornée sur [0, +∞[, 𝜀 l’est aussi, donc il existe un réel 𝑀 > 0 tel que : 

∀ 𝑥 ∈ [0, +∞[ ∶  |𝜀(𝑥)| ≤ 𝑀  

𝜀 tendant vers 0 en 0, pour un réel ℎ > 0 arbitraire,  il existe un réel 𝑎 > 0 tel que : 

∀ 𝑥 ∈  [0, 𝑎] ∶  |𝜀(𝑥)| < ℎ 

Pour ce réel 𝑎 on a donc : 

|∫ 𝑛 𝜀(𝑥)  𝑒−𝑛 𝑥  𝑑𝑥
+∞

0

| ≤ ℎ ∫ 𝑛 𝑒−𝑛 𝑥 𝑑𝑥
𝑎

0

+ 𝑀 ∫ 𝑛  𝑒−𝑛 𝑥  𝑑𝑥
+∞

𝑎

 



Soit : 

|∫ 𝑛 𝜀(𝑥)  𝑒−𝑛 𝑥  𝑑𝑥
+∞

0

| ≤ ℎ (1 − 𝑒−𝑛 𝑎) + 𝑀 𝑒−𝑛 𝑎 

Or : 

lim
𝑛→+∞

ℎ (1 − 𝑒−𝑛 𝑎) + 𝑀 𝑒−𝑛 𝑎 = ℎ < 2 ℎ 

Donc : 

∃ 𝑛0 ∈ ℕ ∶ 𝑛 > 𝑛0  ⇒  |∫ 𝑛 𝜀(𝑥) 𝑒−𝑛 𝑥  𝑑𝑥
+∞

0

| < 2 ℎ 

D’où : 

lim
𝑛→+∞

∫ 𝑛 𝜀(𝑥) 𝑒−𝑛 𝑥 𝑑𝑥
+∞

0

= 0 

Et : 

lim
𝑛→+∞

𝐼𝑛 = 𝑓(0) 

b)  )  Traduisons la dérivabilité à droite en 0 par l’existence d’une fonction 𝜀 tendant vers 0 en 0 telle 

que : 

∀ 𝑥 ∈ [0, +∞[ ∶  𝑓(𝑥) = 𝑓(0) + 𝑥 𝑓𝑑
′(0)  + 𝑥 𝜀(𝑥)  

Alors : 

𝐼𝑛 = ∫ 𝑛 𝑓(0) 𝑒−𝑛 𝑥 𝑑𝑥
+∞

0

+ ∫ 𝑛 𝑥 𝑓𝑑
′(0) 𝑒−𝑛 𝑥 𝑑𝑥

+∞

0

+ ∫ 𝑛 𝑥 𝜀(𝑥)  𝑒−𝑛 𝑥 𝑑𝑥
+∞

0

 

Or, en intégrant par partie : 

∫ 𝑛 𝑥 𝑓𝑑
′(0) 𝑒−𝑛 𝑥 𝑑𝑥

+∞

0

= 𝑓𝑑
′(0) ([−𝑥 𝑒−𝑛 𝑥]0

+∞ + ∫  𝑒−𝑛 𝑥  𝑑𝑥
+∞

0

) =
𝑓𝑑

′(0)

𝑛
 

Et pour un réel quelconque 𝑎 > 0 ∶ 

∫ 𝑛 𝑥 𝜀(𝑥)  𝑒−𝑛 𝑥  𝑑𝑥
+∞

0

= ∫ 𝑛 𝑥 𝜀(𝑥)  𝑒−𝑛 𝑥  𝑑𝑥
𝑎

0

+ ∫ 𝑛 𝑥 𝜀(𝑥)  𝑒−𝑛 𝑥  𝑑𝑥
+∞

𝑎

 

Donc : 

|∫ 𝑛 𝜀(𝑥)  𝑒−𝑛 𝑥  𝑑𝑥
+∞

0

| ≤ ∫ 𝑛 𝑥 |𝜀(𝑥)|𝑒−𝑛 𝑥 𝑑𝑥
𝑎

0

+ ∫ 𝑛 𝑥 |𝜀(𝑥)|  𝑒−𝑛 𝑥 𝑑𝑥
+∞

𝑎

 

 

Or 𝑓 étant bornée sur [0, +∞[, 𝜀 l’est aussi, donc il existe un réel 𝑀 > 0 tel que : 

∀ 𝑥 ∈ [0, +∞[ ∶  |𝜀(𝑥)| ≤ 𝑀  

𝜀 tendant vers 0 en 0, pour un réel ℎ > 0 arbitraire,  il existe un réel 𝑎 > 0 tel que : 

∀ 𝑥 ∈  [0, 𝑎] ∶  |𝜀(𝑥)| < ℎ 



Pour ce réel 𝑎 on a donc : 

|∫ 𝑛 𝑥 𝜀(𝑥)  𝑒−𝑛 𝑥  𝑑𝑥
+∞

0

| ≤ ℎ ∫ 𝑛 𝑥 𝑒−𝑛 𝑥 𝑑𝑥
𝑎

0

+ 𝑀 ∫ 𝑛 𝑥 𝑒−𝑛 𝑥 𝑑𝑥
+∞

𝑎

 

Soit, après intégrations par partie : 

|∫ 𝑛 𝑥 𝜀(𝑥)  𝑒−𝑛 𝑥  𝑑𝑥
+∞

0

| ≤ ℎ (
1 − 𝑒−𝑛 𝑎

𝑛
− 𝑎 𝑒−𝑛 𝑎) + 𝑀 

𝑒−𝑛 𝑎

𝑛
 

Donc, en multipliant par 𝑛  les deux membres : 

|𝑛 ∫ 𝑛 𝑥 𝜀(𝑥)  𝑒−𝑛 𝑥  𝑑𝑥
+∞

0

| ≤ ℎ ((1 − 𝑒−𝑛 𝑎) − 𝑎 𝑛 𝑒−𝑛 𝑎)  + 𝑀 𝑒−𝑛 𝑎 

 

Or : 

lim
𝑛→+∞

ℎ ((1 − 𝑒−𝑛 𝑎) − 𝑎 𝑛 𝑒−𝑛 𝑎) + 𝑀 𝑒−𝑛 𝑎 = ℎ < 2 ℎ 

Donc : 

∃ 𝑛0 ∈ ℕ ∶ 𝑛 > 𝑛0  ⇒ |𝑛 ∫ 𝑛 𝑥 𝜀(𝑥)  𝑒−𝑛 𝑥 𝑑𝑥
+∞

0

| < 2 ℎ 

D’où : 

lim
𝑛→+∞

𝑛 ∫ 𝑛 𝜀(𝑥) 𝑒−𝑛 𝑥  𝑑𝑥
+∞

0

= 0 

Donc : 

∫ 𝑛 𝜀(𝑥) 𝑒−𝑛 𝑥 𝑑𝑥
+∞

0

= 𝑜 (
1

𝑛
) 

Et : 

𝐼𝑛 − 𝑓(0)~
𝑓𝑑

′(0)

𝑛
 

c) Intégrons par partie en posant : 

𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑣′(𝑥) = 𝑛  𝑒−𝑛 𝑥 

𝑢′(𝑥) = 𝑓′(𝑥), 𝑣(𝑥) = −𝑒−𝑛 𝑥 

𝐼𝑛 =   [−𝑓(𝑥) 𝑒−𝑛 𝑥]0
+∞ + ∫ 𝑓′(𝑥) 𝑒−𝑛 𝑥  𝑑𝑥

+∞

0

 

= 𝑓(0) +
1

𝑛
 ∫ 𝑛 𝑓′(𝑥) 𝑒−𝑛 𝑥  𝑑𝑥

+∞

0

 

Et par une récurrence triviale : 

𝐼𝑛 = 𝑓(0) +  
𝑓(1)(0)

𝑛
+

𝑓(2)(0)

𝑛2
+ ⋯ +

𝑓(𝑝)(0)

𝑛𝑝
+

1

𝑛𝑝+1
 ∫ 𝑛 𝑓(𝑝+1)(𝑥) 𝑒−𝑛 𝑥  𝑑𝑥

+∞

0

 



Où : 

lim
𝑛→+∞

∫ 𝑛 𝑓(𝑝+1)(𝑥) 𝑒−𝑛 𝑥  𝑑𝑥
+∞

0

= 𝑓(𝑝+1)(0) 

Soit : 

1

𝑛𝑝+1
 ∫ 𝑛 𝑓(𝑝+1)(𝑥) 𝑒−𝑛 𝑥  𝑑𝑥

+∞

0

= 𝑜 (
1

𝑛𝑝
) 

 


