Somme de l'inverse des carrés des entiers consécutifs : deuxieme démonstration

Le but de I’exercice est le calcul de la somme :

1
a) Donner un équivalent simple de Tan(x) en 0 et en déduire un équivalent de 2z

toujours en 0.
b) Prouver, comme le suggére le tracé des courbes ci-dessous, que 'on a:

n 2 1 2
VxE€ ]O’E[ i cotan“(x) < 2 < cotan“(x)+1

cotan®(x) + 1

cotan®(x)

c) Soit m € N. Montrer qu’il existe un polynéme P,,, de degré m et I'expliciter, tel
que:

VteR\rZ: sin((2m+1)t)=sin®™1(¢) P,, (cotanz(t))

d) Montrer que I'équation sin((2m + 1) t) = 0 admet sur ]Og[ m solutions

distinctes t; < t, < --- < t,,, en les explicitant et en déduire la valeur de :



m

Z cotan®(t)

k=1

e) En déduire la valeur de

k=1
Solution
a) OnaenO:
Tan(x)~x
donc:
1 1 ,
F~m = cotan“(x)
b) Notons que:
cotan?(x) + 1= C(.)SZZ (x) _ C(.)SZ(X) Sl:nz (x) __ 1
sin?(x) sin?(x) sin?(x) sin?(x)

Or sur]O,%[:
0 <sin(x) <x
Donc:
0 < sin?(x) < x?

1 < 1
x%  sin?(x)

Ce qui prouve l'inégalité de droite. Voyons celle de gauche.
V3
sur ]O,;[ :
x < Tan(x)
Donc :

x? < Tan?(x)

1 < 1
Tan?(x) x?2



Nous avons bien I’encadrement cherché.

c) Considérons le complexe

el@m+D)t (ei t)2m+1 = (cos(t) +1i Sin(t))2m+1

2m+1

Z (2 mk+ 1) (i sin(t))k cos? ™1k ()

k=0

En en prenant la partie imaginaire ( c'est-a-dire en ne conservant que les valeurs de k
impaires dans la somme), il vient :

m

2 1

sin((z m+1) t) = z (273: 1) (—1)9 sin?9*1(t) cos? m+1-(2 q“)(t)
q=0

m
- Z (22’;’1‘:11) (=1)sin? T+1(t) cos? M- (¢)

=0

Q

P

(22’;:11) (~1)7 sin?9*1(¢) (cos? (1))

0

Q
1l

_ 2 (221:;: h > (=17 sin?9+1(t) (sin? (¢) cotan®(t) )™
q=0

= sin2™Hi(p) Z (22’;';: 11) (=1)7 ( cotan?(t) )™=
q=0

= sin?™*1(¢) B, (cotan(t))

ou on a posé :

=3 (3 ) o
q=0

A noter que P, est de degré m et que ses deux plus hauts coefficients sont :

am=(2m1+1)=2m+1
o 2m+1y,. Cm+1)C2m2m-1)
am‘l__( 3 )__ 3 x 2



~-m@2m+1)(2m-1)

3
d) Ona:
sin(2m+1)t) =0 3keZ: 2m+1)t=km
r < 0<t<E
0<t<§ 2
km
1k eZ =
o 4 m+1
o< T
\ 2m+1 2
Skez: t=—T
o 2m+1
0<k 2m+1
\ < 2
Skez: t=—T
S ST 2m+1
1<k<m
L’équation a donc bien m racines distinctes :
L L
kS omyr o TAm

En remplacant dans la relation initiale on a pourtoutk € [1;m] :
0 =sin((2m + 1) t;) = sin?™*1(t},) Bu(cotan?(ty))
Ort, € ]O,%[ donc:
sin?™t () # 0
d’ou:
Py (cotan?(t;)) =0
cotan?(t,) est donc racine de P,,.

De plus cotan?(x) étant strictement décroissante sur ]O,g[ , les m valeurs 4, = cotan?(t;)

sont distinctes deux a deux donc forment les racines de P, qui s’écrit :
Boy(X) = ap (X = A) oo (X = A,) = @y X™ — @y (Ag + -+ A,) X1 4 -
On en déduit :

Ap—1 = —ap (Al + et Am)



Soit :

Ay m@2m+1))(2m-1 1 m@2m-1
htg = Ot _M@mA D @m=1) _m@m-1)
Am 3 2m+1 3
D’ou :
m
m@2m-1
z cotan®(ty) = %
k=1
i . ( ) m@2m-—1)
cotan —— 3
k=1

e) Appliquons I’encadrement du b) :

> corant (0 ) <>

k=1 k=1

3

z < i (Comn (2 mz 1) 1)

(m =t

m (2m—1)<(2m+1)2§: L _m@m-1)
3 2 3 m

m@2m-1) w2 - 1 - m@2m-1) w2
3 Em+17 " Lk 3 ™ 2m+ 1)

La quantité minorante et la quantité majorante sont chacune équivalente & ©2/6 donc :



