Enoncé :

On considére la série suivante :

k=1 k

Et on note R,, son reste de rang n a savoir :

1)
2)

3)

4)
5)

6)
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k=m+1 (Zkk) k?

Justifier la convergence de cette série
Démontrer que pour tout k € N :

R, =

(Zkk) > 2k

En déduire par une majoration de R,, que :

Ra=o (i)
=0
" n2n
Exprimer le terme général de la série T,, sous une forme faisant apparaitre des factoriels
On pose pour (k,p) € N*:

(k-1
ak”_(k+p—1)!

Montrer que :
PQkpi1 = Agp — Agt1p

Et en déduire pourn >1:

N 1 n!
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Etpourn>p+1:
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Z Tl =T e T p(n+p)!
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On pose :

i (k—1!(p—1)!

tn = (k+ p)!

1<k,ps<n

Exprimer u,, de deux facons différentes, la premiére a l'aide des a; .4, la seconde en
exprimant la somme double sous la forme de deux termes, le premier étant la somme des
termes pour lesquels k = p et le second, la somme des termes pour lesquels k < p.



7) Montrer que :

8) En déduire que :

+o00 +0co
3 z 1 _ z 1
2k T Lk
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On rappelle par ailleurs que :
1 n?
-6
k=1
En déduire la valeur de :
+00 1
DT
k=1( k ) k
Réponses :
1) Onapourtoutk € N*:
2k
( o ) >1
Donc:
2k\, 2 2
(k)k >k
1 - 1
(2 k) K2 k2
k

Par comparaison, la série de terme général ] étant convergente, la série a terme positifs T, 'est

aussi.
2) Premiéere méthode :

(24) - 2k(2k—1)...(2k—(k—1)=ﬁZk—m
k KG—D.Gk—G-1) L1%=m

Orpourtoutm€ [1;k] : 2k—m>=2k—2m=2(k—m)donc:
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Deuxieme méthode : Par récurrence sur k :

Initialisation : Pour k = 0 et k = 1 la propriété est vérifiée
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Hérédité : Supposons que I'on ait pour un entier k > 1: ( ) > k alors :

Donc:

(2 l(<k++11)) > (Zkk) N (Zkk) S gk 4 gk — pk+1

La propriété est donc vraie pour I'entier k + 1

3) Onapourtoutentierk >n+1:

(1) k2 = 2% (n + 1y2

k
Donc:
+00 400
R = 1 . Z 1 3 1 1 1
no 2k - k 27 9n+1 2 1~ 9n 2
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Donc:
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Donc par comparaison :
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Et:
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4) Ona:
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5) Ona:
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Donc:
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6) Premiere facon:
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Deuxieme facon : Par symétrie :
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Or pourtout p =2 onapourtoutx € [p—1;p] :

Donc:

Et par sommation :
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1 n1
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Donc:
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Donc par comparaison :
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8) Onen déduit:
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D'ou :
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