Partie | : Préliminaires

Soit ¢ une fonction de N dans R telle que :
Jim () = +o0
On considére, pour g € R*, la suite :
U, = qlp(n)
a) Montrer que
Tlli_)r?oUn=0<:>|q| <1

b). Déterminer unréel 0 < q < 1 et une fonction ¢ pour laquelle la série de terme général U,, =
q"’(") converge et une pour laquelle la série diverge.

c) On suppose que @ est une fonction strictement croissante de N dans N. Montrer :

Z q*™ converge = |q| < 1

Partie Il : Séries entiéres généralisées

On suppose encore @ est une fonction strictement croissante de N dans N et on considére la série

de fonction :
2 a, x(P(n)

On considére I’'ensemble :

J= {r € [0, +oof : Z|an| re@® converge}
a) Justifier que J n’est pas vide. On notera alors dans la suite :

R = sup(J)

b) Montrer que J est un intervalle contenant [0, R[ et donc que la série ), a,, x?™ est absolument
convergente sur |—R, R][

c) Dans le cas ou R # +o0, montrer que la série ), a, x®™ diverge trivialement sur |R, +oo[

On qualifiera R de rayon de convergence de la série ). a,, x®

d) On considére sur ]—R, R][, la fonction :

+00
S(x) = Z a, x®™

n=0

Montrer que la série associée est normalement convergente sur tout intervalle [—r,7]ou r > 0
contenu dans |—R, R[ et en déduire que la fonction S est de classe C,, sur [—r, 1] puis donner
I'expression de sa dérivée.



Partie lll : Applications

Donner les rayons de convergence des séries entiéres généralisées suivantes :

2 BTN
a) Z a™ x1*2+ 1 ol g € R

Corrigé :
Partiel :

a) si

b) Zn! o) Zanx"’ ouac€R"

|U,| = |q|?™ = e®) LnllaD

lim U, =
n—oo

b) cas de convergence de la série

Cas de divergence de la série :

Ln(n)

n=(3)
n 2
¢) Notons par récurrence triviale :

@ strictement croissante de N dans N =

Ainsi :

0eln(qh)<0elgl <1

pn)=n
1
173
1 n
Un = (z)
p(n) = Ln(n)
1
1732
1 1 1

T oln(m)  gln(m)Ln(2) _ pLn(2)

VneN: g(n)=n

lgl <1 = Lnlqgl <0= @) Ln|q] <n Ln|q| = e?MWinldl < gn Lnldl

= ql?™ < g = |q#™)| < |qI

Donc, si |q| < 1, par comparaison, ¥, g?™ est absolument convergente.

Si gl =1, Y g™ diverge trivialement car |q|?™ ne tend pas vers 0 d’apreés a)



Partie Il :
a) 0 € J donc ] n’est pas vide
b) Distinguons deux cas :
1°" cas : ] est réduit au seul élément 0 auquel cas c’est un intervalleet R = 0
28™e cas : | n’est pas réduit au seul élément 0 soit R > 0. Alors :
Soit 7 € [0, R[ alors:
dr, €Jn]rR[

Donc Y|a,| r,2™ converge. Or :

jan] 770 < Jay| 7,
Donc, par comparaison, ¥|a,| 7™ converge et donc r € J. Jcontient donc Iintervalle [0, R].
c) Soit r € |R, +o[ alors supposons par I'absurde que :

lim |a,| rem = o
n—-+oo

En particulier, cette derniére suite serait bornée. Donc :
AM€e]0,4o[: VREN: |a,| r*™W <M

Soitalors:r; € [0,7][:

77:140(n) <u (ﬁ)qo(n)

o) — pm)
|an| &1 - |an| r on) — r

Par comparaison, la série 3| a,,| ;9™ converge donc [0, 7] < J doncr < R ce qui est
contradictoire.

La série Y, a,, r®™ diverge donc trivialement. On en déduit que la série ¥ a,, x?™ diverge
trivialement si |x| > r.

d)
Soitr € |0, R[ etx € [—r,r] alors :
|an x<p(n)| < |la,| rem
La convergence de la série est donc normale sur [—r,r]. Chaque terme étant a, x®™ étant une

fonction de la variable x de classe Co, sur [—7,7], S est donc de classe C,, sur [—r, 7] donc sur |—R, R
et:

Sip(0)=0
+00

'@ = ) ay p(m) x#1

n=1

Sip(0)+0



+00

'@ = ) an gl x00

n=0

Partie lll :
a) Posons pourr € [0, +oo] :

U, = |an2| plt2+-+n

Alors :

2
Un+1 B |a|(n+1) plt2+ +n+(n+1)

U, |a|n2 rl+2+-+n

— |a|2n+1 rn+1 — |a| (lal 7,‘)2‘n+1

Donc:

Silal] r < 1alors:

U
i nti_ g
n—-oo Un
Et la série, ). U, converge
Sila|r > 1alors:
U
i nl_ Lo
n—oo Un
Et la série, Y, U, diverge.
D’ou :
R 1
|al
b) ) Posons pourr € [0, +oo] :
U, =n! rn
Alors :
U n+ 1)1 rn+1)?
[r]L+1 — ( ') — — (Tl + 1) r2n+l — |a| (lal r)2n+1
n n'r
Donc:
Si r < 1alors:
U
lim == =0
n—-oo

Et la série, Y, U, converge

Si r>1alors:



Et la série , ). U,, diverge.

D’ou :

c) Posons pour r € [0, +oo] :

Uy = la| ™
Alors :
|an+1| r(n+1)!

Unt1 _ ~ lal
U, - |an|rn! =lalr

nn!

Donc:

Si r<1alors:

l Unt1 _ 0

n—co n
Et la série, ). U, converge
Si r>1alors:

oy 5t =4
Et la série, Y, U, diverge.
D’ou:
R=1

Remarque : Si on regarde cette série comme une série entiere de la variable a et non plus z de rayon
de convergence R, , alors il en va autrement :

|z| <1= R, =+
z| >1=> R, =0

lzl=1=> R, =1



