Enoncé :
On considére pour a € |1, e[ I'équation :
aF=x+1
1) Montrer que cette équation admet une unique solution x, sur R*.
2) On consideére la fonction f définie sur |1, e[ par :
fla) =x,

a) Exprimer f a I’aide de la réciproque d’une fonction qui s’exprime a partir de fonctions de
référence.

b) En déduire le sens de variation de f ainsi que les limitesde f en1etene

Solution
Sur |—oo, —1] I'équation n’a pas de solutioncar: x+1 <0, a* >0
Sur ]—1, +oo[ posons :

gx)=a*—-x-1

Alors :
g'(x) = Ln(a) a* — 1
Et:
g(x) =0 a* = ) & eXln(@) = %@ & x Ln(a) = —Ln(Ln(a))
Ln(Ln(a))
BRI
De plus :

gx) >0 exe |-1,a4

Ainsi, g est strictement décroissante sur |—1, a,[ puis strictement croissante sur |a,, +oo].

Or:
a, >0
Et:
g(0) =0
Jim g0 =+

Donc I’équation n’a pas de solution sur |—1, a,| et une unique solution sur Ja,, +o
a a



2a) Sur ]0, +oo[ I'équation équivaut a :
Ln(a*) = Ln(x + 1)

o xIn(a) =Ln(x+ 1)

= M = Ln(a)

Posons alors sur |0, +oo[
In(x+1
o = et D
—Ln(x+ 1)

hl(x) — x+1 xz

h'(x) est du signe de la fonction :
X
m(x) = i In(x + 1)
1 1 —X

- = <0
x+1? x+1 (x+1)?

m'(x) =
limm(x) =0
x—0
Doncm < 0 sur]0,+o[ et i’ < 0 sur]0,+oo[. Ainsi h est continue et strictcement décroissante sur
10, +oo[. De plus :
limh(x) =1
x—0

lim h(x) =0

X—+00

Donc h définit une bijection de ]0, + o[ dans ]0,1[. Or :
Ln(a) € ]0,1]

On retrouve le fait que I’équation h(x) = Ln(a) admet une solution unique sur ]0, +oo[ qui
s’exprime comme étant :

xq = f(a) = h"}(Ln(a))

2b)

h~1 étant strictement croissante sur ]0,1[ et Ln strictement croissante sur |1, e[ la fonction f est
donc par composée strictement croissante sur |1, e[. De plus :

. _ . _1 —
Ll_t:qf(a) = %1_1)13!1 (t) = +oo

lim f(a) = limh™*(¢) = 0

a—e




