
Enoncé : 

Soit 𝔼 un espace vectoriel de dimension finie et 𝒇, 𝒈 deux endomorphismes de 𝔼. Montrer que les 

trois assertions sont équivalentes : 

1)  𝒓𝒈(𝒇 + 𝒈) = 𝒓𝒈(𝒇) + 𝒓𝒈(𝒈) 

2) 𝑰𝒎(𝒇 + 𝒈) = 𝑰𝒎(𝒇) ⊕ 𝑰𝒎(𝒈), 𝑲𝒆𝒓(𝒇 + 𝒈) = 𝑲𝒆𝒓(𝒇) ∩ 𝑲𝒆𝒓(𝒈) 

3) 𝑰𝒎(𝒇) ∩ 𝑰𝒎(𝒈) = {𝟎}, 𝑲𝒆𝒓(𝒇) + 𝑲𝒆𝒓(𝒈) = 𝔼 

 Trouver deux exemples pour lequels l’assertion 1) est verifiée, un pour lequel : 

𝑲𝒆𝒓(𝒇) ∩ 𝑲𝒆𝒓(𝒈) ≠ {𝟎} 

et un autre pour lequel : 

𝑲𝒆𝒓(𝒇) ∩ 𝑲𝒆𝒓(𝒈) = {𝟎} 

 

Réponse :  

préliminaires: 

𝐼𝑚(𝑓 + 𝑔) ⊂ 𝐼𝑚(𝑓) + 𝐼𝑚(𝑔) 

𝐷𝑖𝑚(𝐼𝑚(𝑓 + 𝑔)) ≤ 𝐷𝑖𝑚(𝐼𝑚(𝑓) + 𝐼𝑚(𝑔)) 

Preuve : 

Soit 𝑦 ∈ 𝐼𝑚(𝑓 + 𝑔) alors  ∃ 𝑥 ∈ 𝔼 ∶ 𝑦 = (𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) donc 𝑦 ∈ 𝐼𝑚(𝑓) + 𝐼𝑚(𝑔)  

Si 𝐼𝑚(𝑓) ∩ 𝐼𝑚(𝑔) = {0} alors : 𝐾𝑒𝑟(𝑓 + 𝑔) = 𝐾𝑒𝑟(𝑓) ∩ 𝐾𝑒𝑟(𝑔) 

Preuve : 

Soit 𝑥 ∈ 𝑘𝑒𝑟(𝑓 + 𝑔) alors 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 0.  

Or 𝑓(𝑥) ∈ 𝐼𝑚(𝑓), 𝑔(𝑥) ∈ 𝐼𝑚(𝑔) donc : 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) = 0 et donc  𝑥 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓) ∩ 𝐾𝑒𝑟(𝑔). 

Réciproquement : 

Soit 𝑥 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓) ∩ 𝐾𝑒𝑟(𝑔) alors 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) = 0 donc 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 0 donc 𝑥 ∈ 𝑘𝑒𝑟(𝑓 + 𝑔) 

 

1) 
 

⇒  2) 

On suppose 𝑟𝑔(𝑓 + 𝑔) = 𝑟𝑔(𝑓) + 𝑟𝑔(𝑔) alors  

𝐷𝑖𝑚(𝐼𝑚(𝑓 + 𝑔)) ≤ 𝐷𝑖𝑚(𝐼𝑚(𝑓)) + 𝐷𝑖𝑚(𝐼𝑚(𝑔)) − 𝐷𝑖𝑚(𝐼𝑚(𝑓) ∩ 𝐼𝑚(𝑔)) 

𝑟𝑔(𝑓 + 𝑔) ≤ 𝑟𝑔(𝑓) + 𝑟𝑔(𝑔) − 𝐷𝑖𝑚(𝐼𝑚(𝑓) ∩ 𝐼𝑚(𝑔)) 

Donc : 

𝐷𝑖𝑚(𝐼𝑚(𝑓) ∩ 𝐼𝑚(𝑔)) ≤ 0 

D’où : 



𝐼𝑚(𝑓) ∩ 𝐼𝑚(𝑔) = {0} 

Ainsi : 

𝐷𝑖𝑚(𝐼𝑚(𝑓 + 𝑔)) = 𝐷𝑖𝑚(𝐼𝑚(𝑓) + 𝐼𝑚(𝑔)) = 𝐷𝑖𝑚(𝐼𝑚(𝑓)) + 𝐷𝑖𝑚(𝐼𝑚(𝑔)) 

Et : 

𝐼𝑚(𝑓 + 𝑔) = 𝐼𝑚(𝑓) ⊕ 𝐼𝑚(𝑔) 

En utilisant le second préliminaire : 

𝐾𝑒𝑟(𝑓 + 𝑔) = 𝐾𝑒𝑟(𝑓) ∩ 𝐾𝑒𝑟(𝑔) 

2)⇒ 3 on a : 

𝐷𝑖𝑚(𝐼𝑚(𝑓 + 𝑔)) = 𝐷𝑖𝑚(𝐼𝑚(𝑓)) + 𝐷𝑖𝑚(𝐼𝑚(𝑔)) 

𝐷𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟(𝑓 + 𝑔)) = 𝐷𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟(𝑓) ∩ 𝐾𝑒𝑟(𝑔)) 

Donc par addition : 

𝐷𝑖𝑚(𝐼𝑚(𝑓 + 𝑔)) + 𝐷𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟(𝑓 + 𝑔)) = 𝐷𝑖𝑚(𝐼𝑚(𝑓)) + 𝐷𝑖𝑚(𝐼𝑚(𝑔)) + 𝐷𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟(𝑓) ∩ 𝐾𝑒𝑟(𝑔)) 

𝐷𝑖𝑚(𝔼) = 𝐷𝑖𝑚(𝔼) − 𝐷𝑖𝑚(𝑘𝑒𝑟(𝑓)) + 𝐷𝑖𝑚(𝔼) − 𝐷𝑖𝑚(𝑘𝑒𝑟(𝑔)) + 𝐷𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟(𝑓) ∩ 𝐾𝑒𝑟(𝑔)) 

Donc : 

𝐷𝑖𝑚(𝑘𝑒𝑟(𝑓)) + 𝐷𝑖𝑚(𝑘𝑒𝑟(𝑔)) − 𝐷𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟(𝑓) ∩ 𝐾𝑒𝑟(𝑔)) = 𝐷𝑖𝑚(𝔼) 

Soit : 

𝐷𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟(𝑓) + 𝐾𝑒𝑟(𝑔)) = 𝐷𝑖𝑚(𝔼) 

Et  

𝐾𝑒𝑟(𝑓) + 𝐾𝑒𝑟(𝑔) = 𝔼 

3)⇒ 1) On suppose  𝐼𝑚(𝑓) ∩ 𝐼𝑚(𝑔) = {0} et 𝐾𝑒𝑟(𝑓) + 𝐾𝑒𝑟(𝑔) = 𝔼 

D’après le préliminaire : 

𝐾𝑒𝑟(𝑓 + 𝑔) = 𝐾𝑒𝑟(𝑓) ∩ 𝐾𝑒𝑟(𝑔) 

Ainsi : 

𝐷𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟(𝑓 + 𝑔)) = 𝐷𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟(𝑓) ∩ 𝐾𝑒𝑟(𝑔)) 

𝐷𝑖𝑚(𝔼) − 𝐷𝑖𝑚(𝐼𝑚(𝑓 + 𝑔)) = 𝐷𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟(𝑓)) + 𝐷𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟(𝑔)) − 𝐷𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟(𝑓) + 𝐾𝑒𝑟(𝑔)) 

𝐷𝑖𝑚(𝔼) − 𝑟𝑔(𝑓 + 𝑔) = 𝐷𝑖𝑚(𝔼) − 𝑟𝑔(𝑓) + 𝐷𝑖𝑚(𝔼) − 𝑟𝑔(𝑔) − 𝐷𝑖𝑚(𝔼) 

D’où : 

𝑟𝑔(𝑓 + 𝑔) = 𝑟𝑔(𝑓) + 𝑟𝑔(𝑔) 

Un premier exemple : 



Considérons 𝔼 = ℝ𝑐𝑜𝑙
3  l’espace vectoriel des colonnes à trois éléments réels et considérons les deux 

endomorphismes 𝑓 et 𝑔 dont les matrices dans la base canonique (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) sont respectivement : 

𝐹 = (
1 0 0
0 0 0
0 0 0

) , 𝐺 = (
0 0 0
0 1 0
0 0 0

) 

 La matrice de 𝑓 + 𝑔 est alors : 

𝐹 + 𝐺 = (
1 0 0
0 1 0
0 0 0

) 

On a donc bien : 

𝑟𝑔(𝑓 + 𝑔) = 𝑟𝑔(𝑓) + 𝑟𝑔(𝑔) 

et : 

𝐾𝑒𝑟(𝑓) = 𝑉𝑒𝑐𝑡[𝑒2, 𝑒3] 

𝐾𝑒𝑟(𝑔) = 𝑉𝑒𝑐𝑡[𝑒1, 𝑒3] 

𝐾𝑒𝑟(𝑓) ∩ 𝐾𝑒𝑟(𝑔) = 𝑉𝑒𝑐𝑡[𝑒3] ≠ {0} 

Un second exemple :  

En modifiant l’exemple précédent comme suit : 

𝐹 = (
1 0 0
0 1 0
0 0 0

) , 𝐺 = (
0 0 0
0 0 0
0 0 1

) 

 La matrice de 𝑓 + 𝑔 est alors : 

𝐹 + 𝐺 = (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) 

On a donc bien : 

𝑟𝑔(𝑓 + 𝑔) = 𝑟𝑔(𝑓) + 𝑟𝑔(𝑔) 

et : 

𝐾𝑒𝑟(𝑓) = 𝑉𝑒𝑐𝑡[𝑒3] 

𝐾𝑒𝑟(𝑔) = 𝑉𝑒𝑐𝑡[𝑒1, 𝑒2] 

𝐾𝑒𝑟(𝑓) ∩ 𝐾𝑒𝑟(𝑔) = {0} 

 

 

 

 

 

 



 

 

 


