Enoncé :

Soit (n,p) € N*2, A€ M, ,(R), B € M, 1(R) noté E,, [ le sous espace vectoriel de [, défini
par:

F={AX, XeM,;(R)notéE,}
Pour X € [, on notera X(i) le terme de la ieme ligne de X

[E, est muni de son produit scalaire canonique ¢ défini par :

p

V(X.Y)EES : o(X,¥)=XY = ZX(i) Y (i)
i=1

On se propose de déterminer le minimum sur E,, de la fonction de E,, dans R définie par :
fX)=1AX-B|

ainsi que le ou les valeurs de X en laquelle ou lesquelles il est atteint.

1) On consideére la fonction de [F dans R définie par :
g(¥) = |y — B||?

On note py la projection orthogonale dans E, sur IF et Yo = pp(B). Montrer que Y est 'unique
vecteur de F en lequel g admet un minimum absolu (On pourra utiliser théoréme de Pythagore)

2) Justifier I'équivalence :
YO =pIF(B)® vYe F: tY(YO—B) =0
3) En déduire I’équivalence :

f présente sur E,;; un minimum en X, & g présente sur F un minimumen Yy = 4 X,
& X solutionde:‘AAX,="'AB

4) En déduire que f présente sur E,, un minimum et déterminer I'ensemble des vecteurs en
lesquels le minimum est atteint en précisant une condition nécessaire et suffisante sur la
matrice A pour que cet ensemble soit réduit a un unique vecteur

5) Application : Déterminer la valeur du minimum et le ou les vecteurs en lesquels il est
atteint dans les trois cas suivants :



1% cas :

2éme cas:

3éme

cas :
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Retrouver les résultats du premier cas en étudiant le minimum d’une fonction de deux
variables

Correction

1) OnapourtoutY deF
g(¥) =|IY = B> = [(Y = Yo) + (Yo — B)II
=|IY = Yoll> + 2 (Y — Yo, Yo — B) + |IYo — BII?
= IY = Yl + IIYo — BII?
Ainsi pourY # Yy : g(Y) > ||Y, — Bl|? = g(Yp)

g présente donc un minimum qu’elle atteint en un unique vecteur qui est Y,

2) Ona:
Yo=pp(B)© Y, —B € F*+
oVvVYeF: o,Y—B)=0
©VYEF: 'Y(Y,—B)=0
3) Ona

f présente sur E,;, unminimumenX,oVXe€ E,: ||[AX—-B]| = ||AX,— B||
sSVvVYeTF: |Y=B|| = ||Y,— Bl
©VYETF: |[Y-B|? = | Y, —BJ?

& g présente sur F un minimum en Y,

© Yy = pr(B)



o VYeF: tY(Y,—B)=0
o VX€EE,: (AX) (AX,—B) =0
o VXeE,: XA AXy—B)=0
& 'A(AX,—B)=0

4) Nous avons vu en 1) que g présente sur F un minimum en un unique vecteur qui est Y, =
pr(B) . Or pp(B) € F. Donc: 3 X, € E, : AX, =Y,. Ceci prouve que f présente sur [E, un
minimum en X.

De plus, I'ensemble des vecteurs en lequel ce minimum est atteint est le sous ensemble de [F
défini par:

F,={X€E,: AX=AX,}={X€E,: A(X—X,)=0}={X€E,: X —X, € Ker(4)}

= X, + Ker(4)
Cet ensemble se réduit a un unique vecteur si et seulement si le noyau de A se réduit au vecteur
nul.
5) 1% cas:

Yol
an=( b (1 0)-@ 5
“B=(3 o 3) (‘11) (s)

‘AAX ='AB & (§ 153) (;) = (s)

- ()=C 30
> () mmsss D6

) =D =7()

Donc le minimum est atteint en :

1,
X =7( 56)

et comme le rang de A est 2, son noyau est réduit au vecteur nul donc le minimum est atteint en
I"'unique vecteur X,.

Calculons la valeur du minimum en commencant par :



12\,
AX,—B = —
=5=(1 )3

Le minimum est alors :

1 1
lAXo Bl =7 J(E3)2+12 422 = - Via

zéme

cas:
4= o 3 8=(0)

1 2 5
fAA=<1 0)(; é §)= 1
1 3 7

= -(3)

5 1 7\ x> -1
tAAX=AB&o (1 1 1 (y>= 1
7 1 10/ Mz -2
S5x+y+7z=-1
®{

x+y+z=1
7x+y+10z=-2

S5x+y+7z=-1
o4 —4y+2z=-6
2y—z=3

S5x+y+7z=-1
4§ —2y+z=-3
0=0

S5x=-1—-y—-7z2

< z=2y-3

1
ﬁ{x:§(—1—y—7(2y—3))
z=2y—3

1
®{x=§(20—15y)=3y+4
z=2y-—3

Notons alors qu’il existe X tel que A X = B. Le minimum est donc O et I'ensemble des vecteurs
en lesquels il est atteint est :

o= (B0 ven) (4 vl )]

C’est une droite affine.

Remarqgue : Ayant noté que A X = B possédait au moins une solution, on aurait pu se contenter
de résoudre le systéme associé.



3éme

cas :

a=(1 1 1) 5=()

Ici on peut vérifier que le systeme AX = B n’a pas de solution. Le minimum sera donc

strictement positif.
1 1 2 2 2
b 11 1)_
AA—(l 1)(1 h 1)— 2 2 2

11 2 2 2

1 1 0
‘AR = <1 1) (1)= <0>

1 1 0
2 2 2\ /X 0
'tAAX='AB o (2 2 2 <y>= 0
2 2 2/ \z 0

©2x+2y+2z=0
Sx=-y—2z
L’'ensemble des vecteurs en lesquels le minimum est atteint est donc :

el ) orew)oreel () (3]

V4

C’est donc un plan vectoriel

6) Soit la fonction de deux variables définie par :

X
— . — _ 2
vX=(,)€E: f(xy)=ll4X Bl
Ona:
1 2\ 1 x+2y—1
Ax-B=[1 0)(y)—(—1 =< x+1 )
1 3 1 x+3y—1
Donc:

f,y)=(@+2y—1)2%2+(x+1)?+ (x+3y—1)2
Calculons les dérivées partielles :
d
{(é(x,y)=2(x+2y—1)+2(x+1)+2(x+3y—1)=3x+5y—1
af

k @(x,y)=4(x+2y—1)+6(x+3y—1)=5x+13y—5

On en déduit les points stationnaires en résolvant :



{3x+5y=1

5x+13y=5
—6

X =—=

7

O -
Y=y

Si on admet que f possede un minimum global alors il est atteint au point stationnaire et ce

minimum vaut
(—6 5) _ 14 B 2
N77)=%=7

Nous retrouvons le résultat du 5) premier cas mais il faut encore justifier que f posséde un minimum
global en se plagant sur un compact de R? pour justifier I'existence d’un minimum global sur ce
compact et prouver qu’il est atteint en un point intérieur. Ce probleme est plus délicat que le
traitement opéré a la question 5) qui sera donc préférable, puisque épargnant ce genre de
justification.



