Enoncé 1
Soit f la fonction de R dans R définie par :

Six=>0:

f(x)=m

Six <0
f(x)=0

1) Montrer que f est une densité de probabilité

2) Soitn € N* et X4, X5, ..., X,, n variables aléatoires indépendantes de méme densité
f.OnnoteY, = Min(X4,X>, ..., X;,). Déterminer la densité de Y,

3) Pour quelles valeurs de n la variable Y, admet elle une espérance ? La calculer

dans ce cas

Enoncé 2

Soit f la fonction de R dans R définie par :

a
m(x2+r)

fx) =

our >0

1) Déterminer a pour que f soit une densité de probabilité
2) Soit X aléatoire de densité f. Montrer que X n’a pas d’espérance
3) Soit Y la variable aléatoire définie par :

Y = Ln|X]|

Déterminer une densité de Y et montrer que Y admet une espérance.



Solution énoncé 1

1) Ona

+ 00 + oo 1 1 +oo
ff(x) dx=f aT10? dx = _1+x]0 =1
—o0 0

2) Notons fy ladensité deY,. Alorsona:

Poury < 0:
fr,(¥) =0
Poury = 0:
Fp, ) =P, <y)=1-P, >y)
=1-P(X1 =2y N&X,=y)N...n (X, =)
=1-(A-F))"
Orpoury =>0:
y
F()_J 1 e = -1 ]y_ 1
P a0r T T el T Ty

Donc:

F,(y)=1- CEE)L

n

fyn(J’) = (1+—y)"+1

3) Onaen+x

frn )~y = =
YIv,\Y)~ =

n yn+1 yn

Y,, admet donc une espérance si et seulement si I'intégrale est convergente en +oo soit
n > 1.Danscecas:
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Solution énoncé 2
1) Ona
+00 +oo

f a P a[l . _l(x)] a (T[+T[
————dx=—|—=tan " |— = i
g T (x%2+71) T r Vr/l_ mAr N2 2

La condition pour que f soit une densité est donc :

a=+r

2) Onaen+o:

Vrx \r

xf) = T (x? +r)~ﬁ
L'intégrale est donc divergente en 4+co donc X n’a pas d’espérance.
3) Onapourtoutt € R la fonction de répartition
Fy(t) =P(Y <t) =P(Ln|X| <t)
=P(|X]| < eb)
=P(—et<X<eb)
= Fy(e") — Fx(—e")

Puis la densité :




fr(©) = Fy(t) = e*fy(e") + e fyx(—e")

T e’ +4r

On a alors en +o0 :

2r tet 27 t

tfy(t) = ~ —
fr(® T el+4r T et
Et :
t
llm tz—tZO
t—+o0 e

Donc l'intégrale est convergente en +o0 et donc Y admet une espérance



