
Enoncé : 

Soit 𝔼 un espace vectoriel normé et (𝒙, 𝒚, 𝒛, 𝒕) ∈ ℝ𝟒,  

1) Montrer que : 

‖𝒙‖ − ‖𝒕‖ ≤ ‖𝒙 − 𝒕‖ 

2) En déduire que : 

‖𝒙 − 𝒕‖ + ‖𝒚 − 𝒛‖  ≤ ‖𝒙 − 𝒚‖ + ‖𝒚 − 𝒕‖ + ‖𝒕 − 𝒛‖ + ‖𝒛 − 𝒙‖ 

 

Preuve : 

1) L’inégalité triangulaire s’écrit : 

‖(𝑥 − 𝑡) + 𝑡‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑡‖ + ‖𝑡‖ 

Il en découle : 

‖𝑥‖ − ‖𝑡‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑡‖ 

2) Considérons : 

2 (‖𝑥 − 𝑡‖ + ‖𝑦 − 𝑧‖) = ‖𝑥 − 𝑡‖ + ‖𝑥 − 𝑡‖ + ‖𝑦 − 𝑧‖ + ‖𝑦 − 𝑧‖ 

= (‖𝑥 − 𝑡‖ − ‖𝑥 − 𝑧‖) + ‖𝑥 − 𝑧‖ + (‖𝑥 − 𝑡‖ − ‖𝑥 − 𝑦‖) + ‖𝑥 − 𝑦‖ 

+ (‖𝑦 − 𝑧‖ − ‖𝑦 − 𝑥‖) + ‖𝑦 − 𝑥‖ + (‖𝑦 − 𝑧‖ − ‖𝑦 − 𝑡‖) + ‖𝑦 − 𝑡‖ 

≤ ‖𝑡 − 𝑧‖ + ‖𝑥 − 𝑧‖ + ‖𝑡 − 𝑦‖ + ‖𝑥 − 𝑦‖ 

+‖𝑧 − 𝑥‖ + ‖𝑦 − 𝑥‖ + ‖𝑧 − 𝑡‖ + ‖𝑦 − 𝑡‖ 

= 2 (‖𝑥 − 𝑦‖ + ‖𝑦 − 𝑡‖ + ‖𝑡 − 𝑧‖ + ‖𝑧 − 𝑥‖) 

Il en résulte l’inégalité cherchée. 


