Exercice 1:

Soit A € M, (R). On note :

-G 9

1) Déterminer deux réels x et y tels que :
A2 =xA+ylI

2) On suppose A nilpotente non nulle. Montrer que 'on a : det(A) = Tr(A4) = 0 et que lindice
de nilpotence est inférieur ou égal a 2.

3) En déduire une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice de M, (R) soit
nilpotente.

4) Donner un exemple de matrice nilpotente ayant comme premiére colonne :

(1)

Réponse :
1) Posons
_(a b
A_(c d)
Alors :
Az:(a b)(a b):(a2+bc ab+db)=<a2+bc (a+d)b)

c d/\c d ac+dc d?*+bc (a+d)c d?*+bc
_(l@at+d—-d)a+bc (a+d)b )_ a by _ _ 10
_( (a+d)c (a+d—a)d+bc = (a+d) (c d) (ad bc)(O 1)

Donc:

A% =Tr(A) A—det(A) ]

2) soit p I'indice de nilpotence de A alorsona:p = 2 car Anonnulle et AP~ =+ 0, AP = 0. Or:
AP714% =Tr(A) AP~1 A — det(A) AP
Donc:
APTL = Tr(A) AP — det(A) AP~
Soit :
0 = —det(A) AP~1

Donc:



det(A) =0

Ainsi :
A>=Tr(A) A
Et:
AP72A%2 = Tr(A) AP~24

Soit :

AP =Tr(A) AP~
Donc:

0 =Tr(A) AP1
D’ou:

Tr(A) =0
Ainsi :
A2 =0

L'indice de nilpotence est donc inférieur ou égal a 2.

3) Notons que réciproquement si 4 est telle que : det(4) = Tr(4) = 0 alors A%> = 0 donc A est
nilpotente. D’ou :

A est nilpotente si et seulement si det(4) = Tr(4) =0




