On considére p techniciens qui interviennent auprés d’'une machine. Pour tout k € [1; p],
on note X, la variable aléatoire donnant la durée en heures de I'intervention du k — ieme
technicien. On suppose que les variables (Xk)ke[[l;p]] sont mutuellement indépendantes et

suivent la méme loi exponentielle de paramétre 4

1) Calculer pour tout n € N* : E(X;,")
2) On note Y, = min(Xl,Xz, ...,Xp). Déterminer la densité de Y, et en déduire la
nature de la loi suivie par Y, son espérance puis sa variance
3) On suppose dans cette question uniquement que p = 2 et que la durée moyenne
de lintervention du premier technicien est de deux heures. Calculer alors les
probabilités suivantes :
a) Probabilité que la durée de l'intervention du second technicien soit inférieure
ou égale a 2 heures
b) Probabilité que le minimum des durées des interventions des deux techniciens
soit inférieur ou égal a 1 heure sachant que la durée de I'intervention du second
technicien est supérieure ou égale a 2.
c) Probabilité que le minimum des durées des interventions des deux techniciens
soit inférieur ou égal a deux heures
4) On note Z, = max(X,,X;). Déterminer la densité de Z,, son espérance et sa
variance et justifier sans calculs : E(X,) + E(X;) = E(Y,) + E(Z,)
5) Déterminer la densité de la variable aléatoire Y =aX,+ b pour (a,b) €
+\{1} X R puis déterminer la densité de la variable aléatoire T = X; + a X, + b.
En déduire qu’il existe un unique couple (a, b) pour lequel T et Z, suivent la méme
loi.
6) On considere la variable aléatoire :

Démontrer par récurrence sur p que T, admet pour densité :
Apet*(1—e 2 six>0
fr,(x) = . B
0 sinon

Calculer I'espérance et la variance de T, et en donner la limite quand p tend vers

Iinfini.



Solution :

1) Onapourtoutn € N*:

+00
EX:™ =f t" Le Atdt

0

Faisons une intégration par partie en posant :
u(t) =t V'(t) =1e At

wW(t)=ntvl, V()= —e
400
E(X™ = [-the 2] +n f "1 et qt
0

Soit :
n -
EX) =5 E(X")

Ainsi par une récurrence évidente :

n—1

n—1 n 2
1 T

n
A A

E(an) =

N

2 E
z (Xk) =

Soit :

|

n
E(an) = /1_"

2) Onapouttoutréelt € [0,+oo]:
P(Y,>1t) = P((X1 >N, >0n..n(X, > t))
=P(X; >t) P(X, > t) .. P(X, > )

=e M At oAt =PAL

Donc:
Fr,() =P(Y, <t) =1-e Pt
fr, () = F'y (t) =p Le P2t

Y, suit donc une loi exponentielle de paramétre p A. On en déduit :




1 1

E(Yp) = p A V(Yp) = W

3)
a) Ona:

P(X,<2)=1—e2%
b)

P(Y,<1NX,>2) PX;<1N0X,>2)

P(;<1/X,22) = P(X, = 2) P(X, = 2)

_P(X; S DP(X, > 2)

=PX,<1)=1—-¢"*
P(X, > 2) =1 ¢

P(Y,<2)=1-e**
4) Onapouttoutréelt € [0,+oo] :
F,,(0) =P(Z, <) =P((X; <N (X, <))
=PX; <) P(X, <t)
=(1—e?)(1-e?t)=(1-e2t)

Donc:

fo,®) =F ) =21e?t(1—e ) =22t 22724t

On en déduit :
+00

E(Z,) =f t(2re*t—221e724Y) dt
0

+00 + oo
=2f tAe‘“dt—f t21e 24t gt
0 0
1 1 3
T 20 22
+00

E(z;):f (2 (22674t —22e722t) 4t
0

+o0 +00
=2J tz/le‘“dt—f t221e7 24t gt
0 0

_, 2 2y 4 1 7
B (ﬁ>_((21)2)_az 212 2 )2



iz = 7 (3)2_ 7 9 5
@d=322"\31) "z 1" 12
De plus:

X1+X2=Y2+Zz
donc:

E(X1+Xy) =E(Y, +Z;)

E(X1) + E(Xz) = E(Yz) + E(Zz)

5) Onapourtoutréelt € [b,+oo] :

FF()=PY <t)=PlaX,+b<t)
t—>b _2=b
=P(X2ST)=1—€ a

t—b

’ A -2
F(©) = Fy(@® =2e ™%

etpourt € |—oo,b] : Fy(t) =0,f(t) =0

On a alors pour tout réel x € [b, +oo] :

fr(0) = j Fe Ge— D) (0 dt

= [ Fa-0 R© a
b

A t—b
Ae A0t ZomAg gy
a

I
S—



=A_Ze_lxelz 8/1(1 a)t
a 1
2(1-2)],
2
B A . e‘“e’lg (e)l(l—%)x _e)l(l—%)b)
ai(1-3)
A

etpourt € |—oo,b] : fr(x) =0

T et Z, suivent alors la méme loi si et seulement sion a:

D'unepart: b =0

D’autre part pour tout réel x € [0, +oo] :

A
aﬁ N (e—ax _ e—lx ) =22 (e—lx _ e—zlx)

L'identification donne :
a=-=
2
6) Initialisation pour p = 1,T; = X; admet pour densité :

£ G0 = {,1 e A% (1—e*%) T six >0
! 0 sinon

La propriété est donc vraie au rang 1. Supposons la vraie au rang p = 1 alors :

1
Tp41 =T, + mxp+1

Posons :

1
r= p+17PH
Et calculons sa densité :

Sit<0,P(Y<t)=0

Sit>0:



p(y<t)=P(pL

18P < t)

=P(Xps1 <@+ 1)0)
=1- e—)l (p+1)t
D’ou :
) =2(p+1) e @DE

Ainsi pourx > 0:

frpea@ = [ fry (= 0 fy(0)
0

X
= ]/1 pe =0 (1 -4 ("‘t))p_1 Alp+1) e @Dt gt
0

Faisons une intégration par partie en posant :
u’(t) =1 D e_l (x—t) (1 _ e—ﬂ (x—t))p_1’ v(t) =1 (p + 1) e—ﬂ (p+1)t
u(®) = — (1—e 260, v(t) = — 22 (p + 1)? e A @+DL

Alors :

X

fry, () = [— (1—e? (x—t))P A(p+1) e 2@+ t]

X

_ J(l — 4 (x—t))p 22 (p + 1)2 e~ A @+t gt
0

0

X
=A+1) (1—e?*)" =22 (p +1)? j(1 — e A0) (eA ) oAt gy
0
X
=A(p+1)(1—e?*) =22 (p+1)? f(e‘)‘ ) '
0

=A1(p+1)(1 —e‘“)p — A2 (p+1)?

(eAt—e? x)p+1]x

—A(p+1)

=A(p+1)(1- e"“‘)p -2+ (1- e"”)p+1

—A(p+1) (1—e %) (1 ~-(1- e‘“))



=A(p+1)e** (1 - e"lx)p
Et pourx < 0:
pr+1(x) =0
La propriété est donc vraie au rang p + 1 donc vraie pour tout p € N*

Voyons |'espérance et la variance :

o) (1) -3, 14) -4 9 -4 e
k=1 k=1 e~
c 211y 1w 1 1 x
)= ()= (mw) =% L 7 e
k=1 k=1 k=1

TL'
L’espérance de T, tend donc vers +co0 mais sa variance tend vers — 12 -



