Enoncé 1

Le nombre de clients N; entrant dans un certain magasin pendant une durée de temps ¢
suit une loi de Poisson de parameétre t. Pour tout entier naturel non nul n, on note T,,
I'instant d’arrivée du n-ieme client a partir d’un instant pris comme origine.

1) Exprimer I'événement (T,, < t) a 'aide de N, puis déterminer la loi de T4, son
espérance et sa variance

2) Déterminer la fonction de répartition de T,, en fonction de n et t et en déduire la
fonction densité de T,

3) Déterminer I'espérance puis la variance de T,

Enoncé 2

n véhicules numérotés de 1 a n (n > 2) sont engagés dans un rallye automobile. On
suppose que les premiers véhicules ne peuvent pas arriver avant 5 heures apreés le départ
de la course et on prend cet instant pour origine des temps. Pour tout i, on note U; I’heure
d’arrivée (exprimée en heure) du véhicule de numéro i et on suppose que les variables U;
sont mutuellement indépendantes et suivent une loi uniforme sur [0, 1]. Ainsi le premier
véhicule peut arriver a n’importe quel moment entre 5 heures et 6 heures apreés le départ
de la course.

Pour tout t € [0, 1] on note N, la variable aléatoire égale au nombre de véhicules déja
arrivés a l'instant t

Enfin, on note T; I'heure d’arrivée du véhicule classé en i-eme position.Déterminer la loi
de N,

1) Déterminer pour tout i la fonction de répartition puis la densité de T; et calculer
son espérance

Enoncé 3 :

Densité associée a

G(t) = Zn: (Z) (1 - %)k (%)n—k,t €[1,+0 O sinon

k=r

On pourra vérifier :

k(i) = ke + D, 2 4)



Solution énoncé 1 :

1) Len-ieme client arrive avant ou a un instant t équivaut a dire que le nombre de
clients entrés sur 'intervalle de temps [0, t] est supérieur ou égal a n soit pourt > 0

(Tn St) = (Nt Zn)

Ainsipourt > 0:

Fr(t) =P(T, <t) = P(N,21) =1—P(N,=0) =1 —e*

fr,®) =Fr@® =et

Donc T; suit une loi exponentielle de paramétre 1 et ainsi :
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Donc I'espérance de T,, est bien définie et :
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Posons pourn € N :
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Et faisons une intégration par partie pour n € N* en posant :
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On en déduit pour tout pourn € N :
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Solution énoncé 2 :

1) Considérons pour i entier allant de 1 a n les évenements :
S¢i = "le véhicule de numéro i est arrivé avant ou a l'instant t"
Nous avons alors :
P(S,;)=PWU;<t) =t

Les événements S;; sont mutuellement indépendants de méme probabilité et N, compte le
nombre de ces évenements réalisés. Donc N; suit une loi binomiale de parametres n et

p=t.
2) On déduit de ce qui précéde pourtout t € [0,1] :

Fr(t) = P(T; < t) = P(N, = i)
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Il apparait une somme télescopique donc :
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Soit :

fTi(t) =i (7) ti-1 (1- t)n—i

Vérifions que nous avons bien affaire a une densité.
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Pour 1 < i < n faisons une intégration par partie :
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On en déduit que I'expression a la valeur correpsondant a i = 2 soit
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Donc fr, est bien une densité. Calculons son espérance.
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Pour 1 < i < nfaisons une intégration par partie :
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Donc:
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Solution énoncé 3 :

Vérifions d’abord I'identité :
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Dérivons la fonction de répartition :
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(On reconnait une somme télescopique)
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