Intégrales eulériennes de premiere espéece

Enoncé 1

Pour (a,b) € N? on considére les intégrales :

1
I(a,b) = f t*(1-6)bdt
0
1) Pour b > 1 exprimer I(a, b) en fonctionde I(a+ 1,b — 1) et en déduire I(a, b)

2) Retrouver I'expression précédente de I(a, b) par une deuxiéme méthode en
considérant le polynome suivant :

n

P(x) = Z (7) 10k, — k) x*

k=0

Solution :

1)
1

I(a,b) = j t*(1-t)>1(1-0)dt

0

On procede a une intégration par partie en posant :

w(®)=t* v(t)= (1-1t)?

a+1
= ! = — —_ b-1
u@)=—— v =-b1A-1)
Ainsi :
a+1 1 b
I — 1— b a+1 1— b—-1
(a,b) Ia+1( t) L+a+1 t2+( t) dt
0
Soit :

b
I(a,b) :m I(a+1,b—1)

Ainsi par récurrence :

b_ll( +2,b—2) = b xb_lx
p AT Ta+1l a+z2."

b 1
I(a,b)—a Xml(a+b,0)

X
+1 a+




Or:

1

I(a+b,0) = fta”’ dt =

0

a+b+1

Donc:

a'b!

1@b) =+

2) Deuxiéme méthode

1

Zn: (Z) I, n — k) x* = f (i (Z) (tx) (1 — t)”"k> dt
0

k=0 k=0

1 1
=f(tx+1—t)" dt=f((x—1)t+1)n dt
0 0

n+1q1
le+1 _ 1

O_(x—l)(n+1)

(=Dt +1)
Tl x-Dm+1)

=D+ e+ 1)
a x—1)(n+1)

Par identification des coefficients :

(1) 1Gen—1k) =n—J1r1
Donc:
n! 1
m I(k,n—k) b
I(k,n—k) = %
Enposant k = a,n — k = b on en déduit :
alb!

1@b) =371







