Equation différentielle vérifiée par une fonction intégrale

Enoncé 1

Soit f la fonction définie pour a > 0 par:

1

f(x) = f t* sin(t x) dt

0

Déterminer une équation différentielle vérifiée par f sur R
Solution :

1) Commencons par le cas x > 0 en faisant le changement de variable :

tx=y
xdt =dy
avec le changement de bornes :
t=0->y=0

t=1->y=x

Alors :

X

=)

0

a

X
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sin(y) —dy = 13 J y* sin(y) dy
0

Par produit, f est dérivable sur ]0; +oo| et

X

, a+1 o 1 o
flx)= — ~az | Y sin(y) dy+onr1 x x% sin(x)
0
soit
a+ 1 .
f'(x)=— vz X x"‘“f(x)+xa+1 X x% sin(x)
D'ou :

xf'(x)+ (a+1) f(x) =sin(x)

Voyons maintenant pour x < 0 en notant que que f est impaire. Ainsi :



fO) == f(=x)

Donc par composée, f est dérivable sur |—oo; 0[ et :

f'e) =f'(=x)
Or:
—x f'(—=x) + (¢ + 1) f(—x) = sin(—x)
Donc :
—x f'(x) = (@ +1) f(x) = —sin(x)
D'ou:

xf'(x)+ (@+1) f(x) =sin(x)

Reste a vérifier que I'équation différentielle est vérifiée en x = 0. Pour cela prouvons
que f est dérivable en 0 en considérant pour x # 0 le taux d’accroissement :

f&) - f(O) _f&)

X X

Procédons pour cela a une intégration par partie en posant :

u'(x) =t*, v(x) =sin(tx)

a+1
u(x) = i v'(x) = x cos(t x)
Alors :
a+l 1 ! ta+1
fx) = [a 1 sin(t x)lO — xf ) cos(t x) dt
0
Donc:

f(x)  sin(x) ;e
X _x(a+1)_0 a+1

cos(t x) dt

A nouveau, posons :

a+1

u'(x) = , v(x) = cos(t x)

a+1

ta+2

(a+1D)(a+2)’

u(x) = v'(x) = — x sin(t x)




Et :

ta+2

) (a+1)(a+2)

f(x)  sin(x) tot+2
X _x(a+1)_ (a+1)(a+2)

1
cos(t x)l —x sin(t x) dt
0

_ sin(x) cos(x) tat? _ 4
“Y@+1) (@+D (a+2)_x0 @+ D@ty Snxdt

Or:
.osin(x) 1
xl—r}(l)x(a+1) T a+1
. cos(x) 1
lim =
x~0(a+1D)(a+2) (a+1)(a+2)
1 1
ta:+2 ' (t )dt - ta+2 dt B 1
@+D@+2) "NV et D@+ T @+ @+ 2)(@+3)
0 0
Donc:
1
. ta+2 ]
lcl_r)r(l)x @tD(at2) sin(tx)dt=0
0
D’ou :

NVCONEE 11
20 x a+1 (@a+D(@+2) a+2

Donc f est dérivableen O et :

l0_ 1
f10) =—
Or:

f(0)=0

L’équation différentielle est donc bien vérifiée en 0 et donc sur R



