
Fonctions classe 𝓒∞ à support compact 

 

Partie 1 : 

1) On considère la fonction définie par : 

𝑓(𝑥) = 𝑥2 𝑠𝑖 𝑥 ∈ [0, +∞[, 0 𝑠𝑖 𝑥 ∈ ]−∞, 0[ 

 Montrer que 𝑓 est dérivable sur ℝ mais non de classe 𝒞1 sur ℝ 

2) On considère, pour 𝑛 ∈ ℕ  la fonction définie par : 

𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛 𝑠𝑖 𝑥 ∈ [0, +∞[, 0 𝑠𝑖 𝑥 ∈ ]−∞, 0[ 

Déterminer la classe de cette fonction sur ℝ. 

3) Soit (𝑃, 𝑄)  ∈  ℝ[𝑋]2  et 𝑏 ∈ ℝ. On considère la fonction définie par : 

𝑓(𝑥) = 𝑃(𝑥) 𝑠𝑖 𝑥 ∈ [𝑏, +∞[, 𝑄(𝑥) 𝑠𝑖 𝑥 ∈ ]−∞, 𝑏[ 

Montrer que 𝑓 est de classe 𝒞∞ sur ℝ si et seulement si 𝑃 = 𝑄 

Partie 2 : 

On définit le support d’une fonction réelle à variable réelle par : 

𝑆(𝑓) = {𝑥 ∈ ℝ ∶  𝑓(𝑥) ≠ 0} 

On dit qu’une fonction est à support compact si 𝑆(𝑓) est compacte. 

Comme 𝑆(𝑓) est une partie fermée et que les parties compactes de ℝ sont les parties fermées 

bornées, on a donc la caractérisation suivante : 

𝑆(𝑓) 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑐𝑡𝑒 ⇔  𝑆(𝑓) 𝑏𝑜𝑟𝑛é𝑒 ⇔ ∃ 𝑏 ∈ ]0, +∞[ ∶  𝑓 = 0 𝑠𝑢𝑟 ℝ\[−𝑏, 𝑏]  

4)  On considère la fonction définie par : 

𝜑(𝑥) = 𝑒
− 

𝑥2

1−𝑥2  𝑠𝑖 𝑥 ∈ ]−1,1[, 0 𝑠𝑖 𝑥 ∈ ]−∞, −1] ∪ [1, +∞[ 

 a) Montrer que 𝜑 est de classe 𝒞∞  sur ℝ et tracer sa courbe dans un repère orthonormé. 

b) on définit  

𝜓(𝑥) =
𝜑(𝑥)

∫ 𝜑(𝑡)𝑑𝑡
+∞

−∞

 

et pour 𝑛 ∈ ℕ  la fonction : 

𝛿𝑛(𝑥) = 𝑛 𝜓(𝑛 𝑥) 

Justifier que 𝜓 est bien définie sur ℝ, déterminer le support de 𝛿𝑛 ainsi que sa classe et calculer : 

∫ 𝛿𝑛(𝑡) 𝑑𝑡
+∞

−∞

 

Tracer qualitativement, 𝛿1, 𝛿2, 𝛿10. 



 

Partie 3 : 

On note 𝔇 l’ensemble des fonctions de classe 𝒞∞ sur ℝ à support compact. 

5) Montrer que 𝔇 est un sous espace vectoriel de l’ensemble des fonctions de ℝ dans ℝ. 

6) Montrer que 𝔇 est stable pour le produit des fonctions, et pour la dérivation, à savoir, si 𝑓 ∈ 𝔇 

alors 𝑓′ ∈ 𝔇 

7) On définit le produit de convolution ℎ = 𝑓 ∗ 𝑔 de deux fonctions 𝑓 et 𝑔 de 𝔇 par : 

ℎ(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑔(𝑥 − 𝑡)𝑑𝑡

+∞

−∞

 

a) Montrer que ℎ est bien défini et appartient à 𝔇 et déterminer pour tout 𝑝 ∈ ℕ∗ : ℎ(𝑝)(𝑥) 

b) Montrer que : 𝑓 ∗ 𝑔 = 𝑔 ∗ 𝑓  

8) Montrer que la suite de fonctions (𝑓 ∗ 𝛿𝑛) tend simplement vers 𝑓 sur ℝ et uniformément sur 

toute intervalle fermé borné. 

 

 

Correction : 

Partie 1 

1) 𝑓 est dérivable sur ℝ\{1}, et même de classe 𝒞∞ et : 

𝑓′(𝑥) = 0 𝑠𝑢𝑟 ]−∞, 0[, 𝑓′(𝑥) = 2 𝑥 𝑠𝑢𝑟 ]0, +∞[  

Reste à étudier en 0. 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = 0 = 𝑓(0) 

Donc 𝑓 est continue en 0. 

lim
𝑥→0+

𝑓′(𝑥) = lim
𝑥→0−

𝑓′(𝑥) = 0 

Donc 𝑓 est dérivable en 0 et 𝑓′(0) = 0 puis 𝑓′ est continue en 0. Donc 𝑓 est de classe 𝒞1 sur ℝ. 

2) 𝑓 est de classe 𝒞∞ sur ℝ\{1} et : 

∀ 𝑘 ∈ ℕ ∶  𝑓(𝑘)(𝑥) = 0  𝑠𝑢𝑟 ]−∞, 0[ 

∀ 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛⟧ ∶    𝑓(𝑘)(𝑥) = 𝑛(𝑛 − 1) … (𝑛 − 𝑘 + 1)𝑥𝑛−𝑘  𝑠𝑢𝑟 ]0, +∞[  

∀ 𝑘 > 𝑛 ∶    𝑓(𝑘)(𝑥) = 0 𝑠𝑢𝑟 ]0, +∞[ 

On montre par récurrence que 𝑓 est de classe 𝒞𝑝 sur ℝ pour tout 𝑝 ∈  ⟦0, 𝑛 − 1⟧. 

Initialisation : pour 𝑝 = 0, 𝑓 est de classe 𝒞0 sur ℝ 

Hérédité : On suppose que 𝑓 est de classe 𝒞𝑝 sur ℝ pour tout 𝑝 ∈ ⟦0, 𝑛 − 2⟧. Alors 



𝑓(𝑝)(𝑥) = 𝑛(𝑛 − 1) … (𝑛 − 𝑝 + 1)𝑥𝑛−𝑝 𝑠𝑢𝑟 ]0, +∞[ 

Donc 𝑓(𝑝) est dérivable sur ]0, +∞[ et : 

𝑓(𝑝+1)(𝑥) = 𝑛(𝑛 − 1) … (𝑛 − 𝑝 + 1) (𝑛 − 𝑝) 𝑥𝑛−𝑝−1 

Donc : 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑝+1)(𝑥) = lim
𝑥→0−

𝑓(𝑝+1)(𝑥) = 0 

𝑓(𝑝) est donc dérivable en 0 et 𝑓(𝑝+1)(0) = 0. D’où 𝑓(𝑝+1) est continue en 0 et donc continue sur ℝ. 

𝑓 est donc de classe 𝒞𝑝+1 sur ℝ. 

Ainsi 𝑓 est de classe 𝒞𝑛−1 sur ℝ et : 

𝑓(𝑛)(𝑥) = 𝑛!  𝑠𝑢𝑟 ]0, +∞[, 0 𝑠𝑢𝑟 ]−∞, 0[ 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑛)(𝑥) = 𝑛! 

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑛)(𝑥) = 0 

Donc 𝑓(𝑛−1) est dérivable à gauche et à droite en 0 et : 

𝑓𝑑
(𝑛)

(𝑥) = 𝑛! 

𝑓𝑔
(𝑛)

(𝑥) = 0 

Donc 𝑓(𝑛−1) n’est pas dérivable en 0. 

𝑓 est donc de classe 𝒞𝑛−1 sur ℝ. 

3) Supposons 𝑓 de classe 𝒞∞ sur ℝ. Posons : 

𝑃(𝑥) = ∑ 𝑎𝑖(𝑥 − 𝑏)𝑖
𝑚

𝑖=0
, 𝑄(𝑥) = ∑ 𝑏𝑖(𝑥 − 𝑏)𝑖

𝑛

𝑖=0
, 𝑎𝑚  ≠ 0, 𝑏𝑛  ≠ 0 

Supposons par l’absurde 𝑚 < 𝑛 alors : 

𝑃(𝑚)(𝑏) = 𝑎𝑚 𝑚! ≠ 0, 𝑄(𝑚)(𝑏) = 0 

Ce qui est absurde. Le même raisonnement vaut en supposant 𝑚 > 𝑛, donc 𝑚 = 𝑛. 

On a alors : 

∀ 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛⟧ ∶  𝑃(𝑘)(𝑏) = 𝑄(𝑘)(𝑏) 

Donc : 

𝑎𝑘  𝑘! = 𝑏𝑘 𝑘!  

Soit : 

𝑎𝑘 = 𝑏𝑘 

D’où 𝑃 = 𝑄. 

La réciproque est triviale. 



Partie2  

4) Montrons d’abord que 𝜑 est continue sur ℝ. 

𝜑 est continue sur ℝ\{−1,1}. Comme 𝜑 est paire, il suffira d’étudier la régularité de la fonction en 1. 

Posons : 

𝑡 =
1

1 − 𝑥2
 

Alors : 

lim
𝑥→1−

𝑒
− 

𝑥2

1−𝑥2 = lim
𝑥→1−

𝑒
 
1−𝑥2−1

1−𝑥2 = lim
𝑥→1−

𝑒
1− 

1
1−𝑥2 = lim

𝑡→+∞
𝑒1− 𝑡 = 0 = 𝜑(0) 

Donc 𝜑 est continue en 1, donc par parité en −1 et donc sur ℝ. 

Montrons alors par récurrence que 𝜑 est de classe 𝒞𝑛 sur ℝ pour tout 𝑛 ∈ ℕ et que : 

∃ 𝑃𝑛 ∈ ℝ[𝑋] ∶  ∀ 𝑥 ∈ ]−1,1[ ∶  𝜑(𝑛)(𝑥) =
𝑃𝑛(𝑥)

(1 − 𝑥2)2𝑛 𝑒
1− 

1
1−𝑥2   

 

L’initialisation a été faite pour 𝑛 = 0.  Supposons alors que 𝜑 soit de classe 𝒞𝑛 sur ℝ pour 𝑛 ∈ ℕ et 

que : 

∃ 𝑃𝑛 ∈ ℝ[𝑋] ∶  ∀ 𝑥 ∈ ]−1,1[ ∶  𝜑(𝑛)(𝑥) =
𝑃𝑛(𝑥)

(1 − 𝑥2)2𝑛 𝑒
1− 

1
1−𝑥2  

Alors en dérivant sur ]−1,1[ : 

𝜑(𝑛+1)(𝑥) =
𝑃′𝑛(𝑥) (1 − 𝑥2)2𝑛

− 𝑃𝑛(𝑥) 2𝑛 (−2 𝑥) (1 − 𝑥2)2𝑛−1 

((1 − 𝑥2)2𝑛)2
𝑒

1− 
1

1−𝑥2

+
𝑃𝑛(𝑥)

(1 − 𝑥2)2𝑛  (
−2 𝑥

(1 − 𝑥2)2
) 𝑒

1− 
1

1−𝑥2 

Soit : 

𝜑(𝑛+1)(𝑥) =
𝑃𝑛+1(𝑥)

(1 − 𝑥2)2𝑛+1 𝑒
1− 

1
1−𝑥2  

Ainsi : 

lim
𝑥→1−

𝜑(𝑛+1)(𝑥) = lim
𝑡→+∞

𝑃𝑛+1(1) 𝑡2𝑛+1
 𝑒1− 𝑡 = 0 

Or : 

lim
𝑥→1+

𝜑(𝑛+1)(𝑥) = 0 

Donc 𝜑(𝑛) est dérivable en 1 et 𝜑(𝑛+1)(1) = 0. Ainsi 𝜑(𝑛+1) est continue en 1, donc en −1 par parité 

et donc sur ℝ. 

𝜑 est donc de classe 𝒞𝑛+1 sur ℝ 



 

b) On a : 

∫ 𝜑(𝑡)𝑑𝑡
+∞

−∞

= ∫ 𝜑(𝑡)𝑑𝑡
1

−1

 

Or 𝜑 est continue positive et non identiquement nulle sur [−1,1] donc : 

∫ 𝜑(𝑡)𝑑𝑡
1

−1

> 0 

Ainsi 𝜓 est définie, 𝛿𝑛 de classe 𝒞∞ sur ℝ et : 

𝑆(𝛿𝑛) = [−
1

𝑛
,
1

𝑛
] 

Ainsi : 

∫ 𝛿𝑛(𝑡) 𝑑𝑡
+∞

−∞

=
𝑛

∫ 𝜑(𝑡)𝑑𝑡
1

−1

∫ 𝜑(𝑛 𝑡) 𝑑𝑡
+∞

−∞

  

=
𝑛

∫ 𝜑(𝑡)𝑑𝑡
1

−1

∫ 𝜑(𝑛 𝑡) 𝑑𝑡

1
𝑛

−
1
𝑛

 

=
𝑛

∫ 𝜑(𝑡)𝑑𝑡
1

−1

∫ 𝜑(𝑢) 
𝑑𝑢

𝑛

1

−1

= 1 

 



 

𝑛 = 1 

 

𝑛 = 2 

 

 

 



 

 

𝑛 = 10 

 

Partie 3  

5) Soit (𝑓, 𝑔, 𝑘) ∈ 𝒟 × 𝒟 × ℝ alors il existe deux réels strictement positifs, 𝑎, 𝑏 tels que 𝑓 soit nulle 

en dehors de[−𝑎, 𝑎] et 𝑔 soit nulle en dehors de[−𝑏, 𝑏]. Posons 𝑐 = 𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏). Alors 𝑓 + 𝑘 𝑔 est 

nulle en dehors de [−𝑐, 𝑐] et de plus de classe 𝒞∞ sur ℝ donc est dans 𝒟. 

𝒟 est donc stable pour l’addition et la multiplication externe et comme il n’est pas vide (la fonction 

nulle est dedans), c’est un sous espace vectoriel de l’ensemble des fonctions de ℝ dans ℝ. 

 6) En reprenant les notations du 5) le produit 𝑓 𝑔 est une fonction de classe 𝒞∞ sur ℝ et nulle en 

dehors de [−𝑐, 𝑐]  donc dans 𝒟.  

De même 𝑓′ est de classe 𝒞∞ sur ℝ et nulle en dehors de [−𝑎, 𝑎]  donc dans 𝒟. 

7)  

a) La fonction de la variable 𝑡 à 𝑥 fixé définie par 𝑓(𝑡)𝑔(𝑥 − 𝑡) est à support compact donc intégrable 

sur ℝ. 

Par récurrence sur 𝑝 ∈ ℕ∗ on montre que ℎ est de classe 𝒞𝑝 sur ℝ et que : 

ℎ(𝑝)(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑔(𝑝)(𝑥 − 𝑡)𝑑𝑡

+∞

−∞

= ∫ 𝑓(𝑡)𝑔(𝑝)(𝑥 − 𝑡)𝑑𝑡

𝑎

−𝑎

 

Initialisation : pour 𝑝 = 1 

Posons sur [−𝑎, 𝑎] × ℝ : 



𝑠(𝑡, 𝑥) = 𝑓(𝑡)𝑔(𝑥 − 𝑡) 

𝑠 est une fonction continue de deux variables sur [−𝑎, 𝑎] × ℝ  admettant une dérivée partielle par 

rapport à sa seconde variable qui est continue sur [−𝑎, 𝑎] × ℝ et vaut : 

𝜕𝑠

𝜕𝑥
(𝑡, 𝑥) = 𝑓(𝑡)𝑔′(𝑥 − 𝑡) 

On en déduit que ℎ est dérivable sur ℝ et que : 

ℎ′(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑔′(𝑥 − 𝑡)𝑑𝑡

𝑎

−𝑎

 

L’hérédité se justifie sur le même principe. 

b) Par changement de variable 𝑥 − 𝑡 = 𝑢  : 

∫ 𝑓(𝑡)𝑔(𝑥 − 𝑡)𝑑𝑡

+∞

−∞

= ∫ 𝑓(𝑥 − 𝑢)𝑔(𝑢)𝑑𝑢

+∞

−∞

 

c) Soit [𝑎, 𝑏] un intervalle fermé borné. Alors : 

|𝑓 ∗ 𝛿𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| = | ∫ 𝛿𝑛(𝑡)𝑓(𝑥 − 𝑡)𝑑𝑡

+∞

−∞

− 𝑓(𝑥)| = || ∫ 𝛿𝑛(𝑡)𝑓(𝑥 − 𝑡)𝑑𝑡

1
𝑛

−
1
𝑛

− ∫ 𝛿𝑛(𝑡)𝑓(𝑥)𝑑𝑡

1
𝑛

−
1
𝑛

|| 

= || ∫ 𝛿𝑛(𝑡)(𝑓(𝑥 − 𝑡) − 𝑓(𝑥))𝑑𝑡

1
𝑛

−
1
𝑛

|| ≤ ∫ 𝛿𝑛(𝑡)|𝑓(𝑥 − 𝑡) − 𝑓(𝑥)|𝑑𝑡

1
𝑛

−
1
𝑛

 

𝑓 étant continue sur [𝑎 − 1, 𝑏 + 1] elle y est uniformément continue. Soit alors 𝜀 > 0 alors : 

∃ 𝛼 > 0 ∶  ∀ (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎 − 1, 𝑏 + 1]2: |𝑥 − 𝑦| < 𝛼 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| < 𝜀 

Or : 

∃ 𝑛0  ∈ ℕ ∶ 𝑛 > 𝑛0 ⇒  
1

𝑛
< 𝛼 ⇒ ∀ 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ∀ 𝑡 ∈ [−

1

𝑛
,
1

𝑛
] ∶  |𝑓(𝑥 − 𝑡) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀 

⇒ ∀ 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ∶  |𝑓 ∗ 𝛿𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| < ∫ 𝛿𝑛(𝑡) 𝜀 𝑑𝑡

1
𝑛

−
1
𝑛

= 𝜀 


