Fonctions classe C, a support compact

Partie 1 :
1) On considere la fonction définie par :

f(x) =x?six €[0,+00[,0six €]—00,0[
Montrer que f est dérivable sur R mais non de classe C; sur R
2) On considere, pour n € N la fonction définie par :

f(x) =x"six €[0,+[,0six € ]—o0,0[
Déterminer la classe de cette fonction sur R.
3) Soit (P,Q) € R[X]? etb € R.On considére la fonction définie par :

f(x) =P(x)six € [b,+o[,Q(x) six € |-, b[

Montrer que f est de classe C, sur R si et seulementsi P = Q
Partie 2 :

On définit le support d’une fonction réelle a variable réelle par :

S(fl={xeR: f(x) # 0}
On dit qu’une fonction est a support compact si S(f) est compacte.

Comme S(f) est une partie fermée et que les parties compactes de R sont les parties fermées
bornées, on a donc la caractérisation suivante :

S(f) compacte & S(f) bornée<= 3 b € ]0,+o[: f = 0sur R\[-b, b]
4) On considére la fonction définie par :

x2

p(x)=e 1-22six € |-1,1[,0 si x € |—00,—1] U [1, + o[
a) Montrer que ¢ est de classe C,, sur R et tracer sa courbe dans un repére orthonormé.
b) on définit

)
Ve = [72 et

et pourn € N la fonction:

6, (x) =nyp(nx)
Justifier que 1 est bien définie sur R, déterminer le support de &§,, ainsi que sa classe et calculer :

+ 0o

8, (t) dt

— 00

Tracer qualitativement, 61, 85, 81¢.



Partie 3 :
On note D I'ensemble des fonctions de classe C, sur R a support compact.
5) Montrer que D est un sous espace vectoriel de I'ensemble des fonctions de R dans R.

6) Montrer que D est stable pour le produit des fonctions, et pour la dérivation, a savoir, si f € D
alorsf' €D

7) On définit le produit de convolution h = f * g de deux fonctions f et g de D par :

hx) = f F(Og0x— t)dt

a) Montrer que h est bien défini et appartient a © et déterminer pour tout p € N* : h®)(x)
b) Montrerque: f xg=g* f

8) Montrer que la suite de fonctions (f * §,,) tend simplement vers f sur R et uniformément sur
toute intervalle fermé borné.

Correction :
Partie 1
1) f est dérivable sur R\{1}, et méme de classe C,, et :
f'(x) = 0sur]—oo,0][, f'(x) = 2 x sur ]0, +oo[

Reste a étudier en 0.

Jim f(x) = lim f(x) = 0= f(0)
Donc f est continue en 0.

S0 = Jig 11 =0

Donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 0 puis f' est continue en 0. Donc f est de classe C; sur R.
2) f est de classe C,, sur R\{1} et :

VvkeN: fO(x) =0 sur]—oo,0f

vke[o,n]: fOX) =nn-1)..(n—k+ 1)x"* sur]o,+oo[

Vk>n: fO@)=0sur]0,4oof
On montre par récurrence que f est de classe Cp, sur R pour toutp € [0,n—1].
Initialisation : pour p = 0, f est de classe Cy sur R

Hérédité : On suppose que f est de classe C, sur R pour tout p € [0,n — 2]. Alors



P =nn—1)..(n—p+ 1)x™? sur 0, +oof
Donc f®) est dérivable sur ]0, +oo| et :
fPP@) =nn-1.(n—p+1) (n—p)x" P
Donc :
xli,r(r)l+f(p+1)(x) = xllr(r)l—f(pﬂ)(x) =0
£ ® est donc dérivable en 0 et f P+ (0) = 0. D’ots f P+ est continue en 0 et donc continue sur R.
f estdonc de classe Cp4 sur R.
Ainsi f est de classe C,,_; sur Ret:
F™ (x) = n! sur]0,+oo[,0 sur ]—oo,0[
Jig, £ =
Jlip £ G =0
Donc f ™D est dérivable a gauche et a droite en O et :
@) =n!
fP @) =0
Donc f =1 n’est pas dérivable en 0.

f est donc de classe C,,_; sur R.

3) Supposons f de classe Cy, sur R. Posons :
m . n .
P(x)=z a;(x — b)*, Q(x) =Z bi(x —b)',a, #0,b, #0
i=0 i=0
Supposons par I'absurde m < n alors :

PM(B)=a,m =0, QU(b)=0

Ce qui est absurde. Le méme raisonnement vaut en supposant m > n, doncm = n.

Onaalors:
vke[on]: PEB) =% ()
Donc:
ap k! = by k!
Soit :
ay = by
D'ou P = Q.

La réciproque est triviale.



Partie2
4) Montrons d’abord que ¢ est continue sur R.

@ est continue sur R\{—1,1}. Comme ¢ est paire, il suffira d’étudier la régularité de la fonction en 1.

Posons :
1
1—x2
Alors :
x? 1-x%-1 1

: 12 — 1; 152 — 1 1_—2_ : 1-t _ —

lime 1-x2=1lime 1-x2 = lime 1-x2= lim e =0=¢(0)

x-1" x-1" x-1" t—>+o0

Donc ¢ est continue en 1, donc par parité en —1 et donc sur R.
Montrons alors par récurrence que ¢ est de classe C,, sur R pour toutn € N et que :

Py (x) 1- 1—1x2
1-x0)2"°

AP, ER[X]: Vx€]-11[: oM (x) =

L'initialisation a été faite pour n = 0. Supposons alors que ¢ soit de classe C,, sur R pourn € N et
que:

B, (x) S

IR €RIX]: Vxe]-L1[: 9@ = r e

Alors en dérivant sur |—1,1][ :

Ph(x) (1= x%)?" = Py(x) 2™ (—2x) (1 —x»)?"* R

(p(n+1)(x) = (A —xD)7)? 1—x2

Py (x) —2x \ ;-1
(1—x0)7" ((1 - x2)2> e =
Soit :
eV (x) = —(11311;12(;)1”1 e'” —1x2
Ainsi :
lim gD () = lim Py (1) 62" €176 =0
Or:

: (n+1) —
Jim, #0G) =0

Donc ™ est dérivable en 1 et ™D (1) = 0. Ainsi ¢ ™*+1 est continue en 1, donc en —1 par parité
et donc sur R.

@ est donc de classe C;, 41 sur R



b)Ona:

Or ¢ est continue positive et non identiquement nulle sur [—1,1] donc :
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f_::o<p(t)dt = fllq)(t)dt
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Ainsi 1 est définie, &,, de classe C., sur Ret:

Ainsi :

s[4

S(t) dt = ————
j_oo (e) e [2 o®)dt
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Partie 3

5) Soit (f, g,k) € D X D X R alors il existe deux réels strictement positifs, a, b tels que f soit nulle
en dehors de[—a, a] et g soit nulle en dehors de[—b, b]. Posons ¢ = max(a, b). Alors f + k g est
nulle en dehors de [—c, c] et de plus de classe C,, sur R donc est dans D.

D est donc stable pour I'addition et la multiplication externe et comme il n’est pas vide (la fonction
nulle est dedans), c’est un sous espace vectoriel de I'ensemble des fonctions de R dans R.

6) En reprenant les notations du 5) le produit f g est une fonction de classe C,, sur R et nulle en
dehors de [—¢, ¢] donc dans D.

De méme f’ est de classe C,, sur R et nulle en dehors de [—a, a] donc dans D.
7)

a) La fonction de la variable t a x fixé définie par f(t)g(x — t) est a support compact donc intégrable
sur R.

Par récurrence sur p € N* on montre que h est de classe Cp sur Ret que:

RO (x) = f F(O9P (x - Ddt = f F(O9P (x - Ddt

Initialisation : pourp = 1

Posons sur [—a,a] X R:



s(t,x) = f()gx —t)

s est une fonction continue de deux variables sur [—a, a] X R admettant une dérivée partielle par
rapport a sa seconde variable qui est continue sur [—a, a] X R et vaut :

ds
— (&0 = fOF -1
On en déduit que h est dérivable sur R et que :
a
Weo = [ g G- ot
-a

L’hérédité se justifie sur le méme principe.

b) Par changement de variablex —t = u :

f F(Og0x— t)de = f £ — wg@du

c) Soit [a, b] un intervalle fermé borné. Alors :
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If * 8200) — F (0l f 5u®f (x — )t — F| = | [ 82®)F Gx = )t — f 5, () f ()t
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n

(O (f(x =) = fx)dt| < | 6,(DIf(x =) = f(x)dt
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f étant continue sur [a — 1,b + 1] elle y est uniformément continue. Soit alors € > 0 alors :
Ja>0:V(x,y)€la-1L,b+1]%x—yl<a=|f()-fO<e

Or:

1

Sk
S|

1
dny EN:n>nyg= E<a:Vx€[a,b]VtE[—

|: re-o-rwi<e
1

=>Vx€lab]: |f*xo(x)—f(x)|< f6n(t)£dt=£
1

n



