Diagonalisation d’une matrice complexe

Enoncé :

Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice et la diagonaliser :
1 0 -2
A=({0 0 2i
-2 2i O

Solution :

Déterminons le polyndme caractéristique de A :

1-X) 0 -2 ) . _
i R i R e

=1-XX?*+4)-2(-2X)=-X3+X*+4
On vérifie quel'ona:
Tr(A) =1, det(A) =4
Car on sait que:
Py(X) = —X3+Tr(A) X2 + b X + det (4)
Factorisons le polynédme en notant que 2 est racine :
PLX)=(X—-2)(-X?2+bX—-2)=—X3+((b+2)X*+(-2-2b)X + 4
Par identification il vient :

{ b+2=1

2—2p=0°b="1

d’ou:
PLX)=(X-2)(-X*-X-2)=—X-2)(X?>+ X+2)
Le trindOme a pour discriminant :
A=1-8=-7=(iV7)’

Le polynbme caractéristique a donc 3 racines distinctes :



-1-ivV7 —1+iV7
Le polyndme étant scindé avec des racines simples, la matrice A est donc diagonalisable.
Pour calculer un vecteur propre non nul associé a la valeur propre 4, on résout :

(A-21)X=0

-1 0 -2\ /x 0
0 -2 2i <}’>= 0
-2 20 =2/ ‘\z 0
—-x—2z=0
@{ —2y+2iz=0
—2x+2iy—2z=0
xX=-2z
=>{ y=1iz

4z—-2z—-2z=0

Soit :

On peut prendre pour vecteur propre :

On fait le méme travail avec 1,
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On peut prendre pour vecteur propre :

3—iV7
o=\ -2V7-2i
4

Par un travail similaire on aboutit pour A5 au vecteur propre :

3+iV7
Vs=|2V7-2i
4

Soit P la matrice formée par les vecteurs propres :

-2 3-iV7 3+iV7
P=\| i —2vV7-2i 2V7-2i
1 4 4

Soit D la matrice diagonale formée par les valeurs propres :

2 0 0
—1—iV7
0o —— 0
D= 2
0 —14+iV7
2

La diagonalisation de A s’écrit alors :
AP=PD
ou encore :

PlAP=D



