1) Soit f et g deux fonctions de classe C,, (n € N) sur un méme intervalle I de R et a € R. Montrer
quef+g, f—g, af, f X gsontdeclasse C,, surI etsines’annule pas sur I, f: g est de classe
C,surl

2) Soit la fonction définie par :

1
fa(x) =x""1ex

Montrer que f,, est de classe C,, sur R* et déterminer I’expression de sa dérivée d’ordre n.

3) Soit, pour n € N, la fonction définie par :
fa(x) = x" Ln(x)
Montrer que f,, est de classe C, sur ]0, +oo[ et déterminer I’expression de sa dérivée d’ordre n.

4) Soit la fonction définie sur R par:

sixth:f(x)=e_xiz, f0O)=0

Montrer que f est de classe C,, sur R.

Solutions :
1)
Par une récurrence trivialeon a :
f+ g™ = f + g™
(f =)™ = f® - g
(e H = c f
Il en découle que f + g, f — g, ¢ f sont de classe C, surI.

Montrons par récurrence sur 1 < k < nque f X g est dérivable a I'ordre k sur I et que :

k

(f x ) = Z (’l‘) FO gle=d

i=0

Initialisation : pour k = 0 c’est trivial et pourk =1 :
(f x D = fD gO) 4 £(0) 51
Donc la propriété est vérifiée :

Hérédité : on suppose la propriété vraie pour k < n — 1 alors:




k

(Fx® =) (5) f© gt

i=0
Donc (f x g)® est dérivable sur I et sa dérivée est :

k

(f x g)*k*D = Z (’l‘) (f(i+1) gD 4 f@ g(k—i+1))

i=0

( )f(l+1)g(k i) +Z fa) Qi+
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_ ' (i f 1) FO gler1=d _l_zk:o(l;) FO gler1=D
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k
— f(k+1) (0) k K\ £ gt+1-0) 4 £(0) 4Ck+D)
pem g4y (K )+ (5) rogero o

i=1

k
k+1\ . i
= fl+D) () +Z( l_ )f(z) gUkH1=D 4 £(0) gctD)

_ Z (k + 1) FO gleri=i)
. i

Ce qui prouve I'hérédité
Ainsi f X g est de classe C,, sur I.

Montrons enfin par récurrence sur 0 < p < n que f: g est de classe C,, sur I et que (f: 9)® est une
somme de termes de la forme :

¢ f0 g gm
ou k, L sont des entiers naturels inférieurs ou égauxap etm € Z,c € R.
Initialisation: p = 0
fig=r®g® g°

Hérédité : On suppose la propriété vraie au rang p < n — 1 alors (f: g)(p) est une somme de termes
de la forme :

f(k) g(l) g™
Et donc (f: g) @+ est une somme de termes de la forme :
(f(k) g(l) gm) — f(k+1) g(l) gm +f(k) g(l+1) gm _|_f(k) g(l+2)mgm—1
Ce qui prouve I'hérédité.

Ainsi f: g est de classe C,, sur [



1
2) Les fonctions x - x™™ 1, x — ex sont de classe C,, sur R* pour tout n € N. Donc leur produit est
également de classe C,, sur R* et donc de classe C,, sur R*.

Pour trouver la dérivée d’ordre n, voyons si une formule se dégage pour les premieres valeurs de n.
!

1 -1 1
n=1: <x°e§> =—1 ex
2

1 3) 1 (2 2 1 1 (1)
n=3: (x?ex)] =[(Qx-1ex| =[[(2—-=+=)ex
x x2

2 2 1 2 1 1 (=12 1
=@ 5 -wl-3t))o="

Faisons ainsi la conjecture suivante aurangn >3 : pourtout 3 <k <n:

(xk—l 1)(k):ﬂ X

ex ex
xk+1

Et montrons que cette formule reste valable aurang n + 1 :

1\ (n+1) NN 1\™ IN) N,
(xn ef) = <(x” ef) > = <(n x"1 — xn"2) e§> =n (x”‘1 ef) - (x”‘z ef)

—1)n -1\ D 1) -1 D
=n( D e%—<(xn_2 e%) ) =n( U e%—<—( D e%)

xn+1 xn

ex
xn+1 x2 xn

(D" 1 ( D™ 1 (—1)”-1> 1
—|—-n -— ex

B (_1)n+1 1

= — eX
xn+1+1 €

Donc la conjecture est vérifiée par récurrence.

3) Les fonctions x —» x™ ,x — Ln(x) sont de classe C,, sur ]0, +oo[ pour tout n € N. Donc leur
produit est également de classe C,, sur ]0, +oo[ et donc de classe C, sur ]0, +oo[.

Dérivée d’ordre n :
Premiére méthode : on dérive successivement :
(x™ Ln(x)® =nx™ 1 Ln(x) + x* 1 = x" ! (nLn(x) + 1)
X Ln(x)@ =x"2(n(n—1)Ln(x) +n—1+n)

G nx)®D =x"2(mn-1)(m=-2Dlnx)+n(n—1D+nn-2)+n—-1)(n-2))



On observe que la constante derriére le terme en Ln(x) est la somme des produits obtenus en
multipliant les facteurs n, (n — 1), (n — 2) deux a deux.

Cela suggéere pour la dérivée d’ordre n un terme analogue formé des produits de n — 1 facteurs

distincts choisis parmin, (n — 1), (n — 2),...,2,1. Ainsi :

(x™ Ln(x))(n) = 1 (TL | Ln(x) + nT' N n?' - %l)>

Soit :

(x™ Ln(x))(n) =n! (Ln(x) + % + % 4t %)

Deuxieme méthode : on cherche une relation de récurrence : Pourn > 1 :
(x™ Ln(x))™ = ((x" Ln(x))(l))(n_l) = (mx" ! Ln(x) + x» 1)@
=n ("1 Ln(x) @D + (xn~1)0D
=n (" 1 Lnx)® Y+ (- 1)!
Posons alors pour x fixé dans |0, +oo] :
U, = (x™ Ln(x))™
Alorspourn =>1:
U,=nU,_;1+(n—-1)!

Faisons un changement de suite en posant :

U,=n!Y
Alors :
nV,=nn-D!'V,_;++(n—-1)!
Donc:
1
Vh—Vpo1 = E
Et:
n n
1
Z(Vk —Vi-1) = Z %
k=1 k=1
n
1
Vn - VO = Z E
k=1
Or:

VO = UO = L?’l(x)

Donc:




Et:

On retrouve bien la méme expression.

Exercice 4) Montrons un préliminaire pour tout réela > 0 :

li ! =0
im por fx) =

x—-0%t
En effet :

1

. —_ . _$2 . _+2 .
lim — e % = lim t%e~t = lim e?"® =" = [im e

aln(t)-t? _ 0
x—0t xa t—+o t—+oo t—+00

Une conséquence de ce préliminaire est que pour tout polyndme P de R[X] :

lim P (%) fx)=0

x—07t

Montrons alors par récurrence sur n € N que f est dérivable a I'ordre n sur R et que :
1
3P, €R[X]: Vx €R*: fM(x) =P, (;) fx), ™0 =0

Initialisation:n =0
On prend P, = 1. La propriété est vérifiée.

Hérédité : On suppose la propriété vraie au rang n. Alors

vx eR: [0 =B (7) F00

Donc £ est dérivable sur R* et :

er et o= ) e ) 0= (o )23 o

X2
Posons :
Ppi1=—X?P,+2X3P,
Alors :
Vx ER s FOD) = Ry () £
Donc:

lim f@* D (x) =0

x—07t



Posons :
Qn+1 = Pn+1(_X)
Alors :

1) f(=t) = lim Qnyy (%) F(H) =0

lim FO0 () = lim fOD0 = lim Py (7

x—0"

Or pour x € R le théoréme des accroissements finis montre I'existence de ¢, € 10, x[ ou ]x, 0] tel
que :

F™ ) = FM0) = x fF™+D(c,)

Ainsi :

CfO@ -0
=l ) =0
Donc £ est dérivable en O et :

fe0 =0
Ce qui prouve I'hérédité.

f est donc dérivable a tout ordre donc de classe C,, sur R.



